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APPLICATIONS DU THEOREME DE CAUCHY SUR LES INTEGRALES 
D’UNE FONCTION D’UNE VARIABLE IMAGINAIRE. 


I. — Premiéres applications du théoréme de Cauchy. 


301. La plupart des résultats obtenus dans la premiére Partie de 
ce Traité, résultats que nous avons groupés sous le nom de Cal- 
cul différentiel, ont été déduits de la définition de la fonction ou, 
au moyen d'identités analytiques qui, cette définition une fois 
donnée, s’offrent en quelque sorte naturellement. Nous ne nous 
sommes guére écartés de cette voie que pour établir (n° 94), en 
nous appuyant sur le théoréme de Liouville, l’égalité 

o(u+a)c(u—a) 
o2uUs2a 
T. et M. — III. I 


=pa—pu 
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et quelques points de la théorie de la transformation, ou pour 
introduire, en nous appuyant sur le théoréme de Laurent, les 
fonctions ® de M. Hermite (n° 274-277) et en établir la pro- 
priété fondamentale, et encore, tout en rattachant a cette pro- 
priété les théorémes d’addition des fonctions S, avons-nous pris 
soin d’établir directement (n°* 285, 286) une identité dont ces 
théorémes se déduisent sans difficulté. C’est maintenant une voile 
toul autre que nous allons suivre : quelques propositions de la 
théorie des fonctions d’une variable imaginaire vont nous con- 
duire rapidement a des théorémes capitaux concernant les fonc- 
tions doublement périodiques. 

Liouville, dans un cours professé au Collége de France (') 
en 1847, a fondé la théorie des fonctions elliptiques sur le théo- 
réme que nous avons fait connaitre au n° 84 et qu’il a commu- 
niqué a l’Académie des Sciences en 1844. 

Antérieurement a Liouville et concurremment avec lui (*), Cau- 
chy a montré tout le parti que Pon pouvait tirer de son calcul des 
résidus pour obtenir les développements en série relatifs aux fone- 
tions elliptiques. D’ailleurs, la proposition du n° 35, dont le théo- 
réme de Liouville est une conséquence immédiate, lui appartient. 

En appliquant, comme nous allons le faire, ala théorie qui nous 
occupe, les propositions fondamentales de Cauchy sur les inté- 
grales prises entre des limites imaginaires, nous allons retrouyer, 
avec d’autres, les théorémes généraux établis par Liouville. 

Dans cet ordre d’idées, M. Hermite a obtenu une proposition 
que l’on trouvera au n° 358 et qui domine en quelque sorte la 
théorie des fonctions doublement périodiques. 

Le lecteur ne manquera pas d’observer que les propositions que 
nous allons établir auraient pu étre prises comme point de départ : 
c’est ce qu’ont fait Briot et Bouquet dans les deux éditions de leur 
Traité des fonctions elliptiques (*). 


(*) Ce cours a été reproduit par Borchardt dans le Tome LXXXVIII du Jour- 
nal de Crelle. 

(*) Voir les Comptes rendus de 1843 et 1844. 

(*) Paris, Mallet-Bachelier et Gauthier-Villars (s** édition, 1859; 2° édition, 
1875). 

Il convient aussi de signaler les importants Mémoires que ces deux Géométres 
ont publiés dans le Journal de l’Eeole Polytechnique (1856). 
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352. Voici le théoréme de Cauchy sur lequel nous nous ap- 
y, q Pp 
pulerons principalement : 


Pintégrale, prise le long d’un contour simple parcouru 
dans le sens direct, d’une fonction univoque d’une variable 
imaginaire, réguliére en tous les points du contour et de l’aire 
quilrenferme, sauf en des points isolés, en nombre fini, non 
situés sur le contour, est égale au produit par 2in de la somme 
des résidus relatifs aux points singuliers. Cette somme est 


nulle si la fonction est holomorphe sur le contour et a Vinté- 
rieur du contour. 


Ce théoréme va étre appliqué a une fonction univoque F(z), 
réguliére en tout point du plan, sauf en des points singuliers que 
nous supposerons étre des pdles, en nombre fini dans toute por- 
tion finie du plan. Nous prendrons pour contour le parallélo- 
gramme dont Jes sommets sont Wo, Up + 204, Up + 201+ 20s, 
Ug + 2033 Wy est un point quelconque, choisi toutefois de maniére 
que les pdles de F(w) ne soient pas surles cétés du parallélogramme ; 


se awe ine , 8 
les quantités w,, 3 sont telles que la partie réelle du rapport me 
soit posilive; nous continuerons (n° 86) d’appeler ce parallélo- 


gramme : parallélogramme des périodes. 

Pour parcourir le contour de ce parallélogramme dans le sens 
direct, nous supposerons que la variable réelle ¢ croisse de 0 a 1, 
d’abord dans lexpression w)+ 2,t, puis dans l’expression 
Uy + 20, + 203¢, puis qu’elle décroisse de 1 4 o dans les expres- 
SIONS Uy + 203+ 20, ¢, Uy +- 2 3¢; NOUS rencontrerons ainsi les 


sommets du parallélogramme dans l’ordre spécifié plus haut, et, a 


de Vhypothése faite sur le rapport —2., nous aurons par- 
cause de hyp pp anes par 


couru son contour dans le sens direct. 
D’aprés cela, le théoréme de Cauchy nous donnera Végalité 
fondamentale 


1 
aes f [B(uo+ 2018) — Fluo 203+ 2046) de 
0 
1 
a0, [LF (uot 20st) =F (wot 201+ 2050)] de= ain EK, 
0 


ot ZA désigne la somme des résidus relatifs aux pdles de la fonc- 
tion F'(w) a Pintérieur du parallélogramme des périodes. 
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353. Avant d’aborder notre objet principal, nous ferons une 
application de ce théoréme, qui en montrera la portée. 

La fonction univoque ¢(w) n’admet dans le parallélogramme des 
périodes qu’un pole, congru a0, modulis 2,, 23, et le résidu 
relatif a ce pole est 1, comme il résulte de la formule (I, ). D’ail- 
leurs, il résulte de la formule (VI;) que l’on a 


C(Up + 201) — C(Up + 203+ 20,0) = — 203, 
C(Up + 203) — C( Uy + 201+ 203¢) = — 215 


Végalité fondamentale nous donne ainsi, et de la facon la plus 
aisée, la relation du n° 108, 

TU 

2. 


© 


1 Os Ne Oy — 


304. Arrivons maintenant a la théorie des fonctions doublement 
périodiques et rappelons d’abord que nous entendons Loujours 
par la des fonctions univoques, n’admettant pas d’autre singula- 
rité que des pdles. Les périodes seront toujours désignées par 20, 
203, 4 moins qu’on ne prévienne du contraire; elles seront regar- 
dées comme données, et la partie réelle du rapport ce sera sup- 
posée positive. 

Si f(w) est une fonction doublement périodique, le premier 


membre de légalité fondamentale (n° 352), ot l'on remplace F(w) 
par f(w) est évidemment nul. Done : 


Lasomme des résidus d'une fonctiondoublement périodique, 
a Vintérteur du parallélogramme des périodes, est nulle. 

II n’existe pas de fonction doublement périodique n’admettant 
qu'un pole simple dans le parallélogramme des périodes. En ef- 
fet, le résidu de ce pdle devrait étre nul; le péle n’existerait pas ; 
la fonction serait entiére; elle se réduirait 4 une constante (n° 84). 


355. La dérivée logarithmique d’une fonction doublement pé- 
riodique /(w) est elle-méme une fonction doublement périodique. 


J(u) 


entre le nombre des zéros (') et le nombre des poles de la fone- 


Mais la somme des résidus de la fonction est la différence 


(*) Un sero (ou une racine) d’une fonction f(w) est une valeur de uw pour 
laquelle cette fonction est nulle. 
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tion f(w), chaque zéro ou chaque pdle étant compté autant de 
fois qu’il y a d’unités dans son ordre de multiplicité. Done : 


A Vintérieur du parallélogramme des périodes, une fonc- 
tion doublement périodique a autant de zéros que de péles, 
les zéros et les péles étant comptés comme on vient de l’expliquer. 


356. Appliquons encore l’égalité fondamentale du n° 352 a la 

fonction 
LUD) == WG ftw) > 
J(u) 

en désignant toujours par f(z) une fonction doublement pério- 
dique. Al’intérieur du parallélogramme des périodes, lasomme TR 
des résidus de cette fonction sera la différence entre la somme des 
zéros et la somme des pdles de la fonction f(w); chaque zéro ou 
chaque pole doit figurer dans la somme autant de fois quil y a 
dunités dans son ordre de multiplicité. 

On a immédiatement 


F(u+2w,) —F(u) = 20, en 
F(u +203) — F(u) = 23 a; 


en sorte que le premier membre de l’égalité fondamentale devient 
1 1 1 r 
Uy + 20,T Up + 2W3f 
== 90) (Perret pbs di oa ey asf jp OS) 
a J (tot 2016) hs J (Uo -+ 2030) 


ou encore 


2W I 2W3 yr 
gc fil (lg te) { J (uw+ tu) 
= du+ 2 i d 
20s f f(uwo+u) * Boras J(Uo+ u) i 


Les deux intégrales qui figurent dans cette expression sont recli- 
lignes; elles sont respectivement égales a quelqu’une des déter- 
minations des quantités 


J (Uo 201) ae J (Uo + 203), 
a eT Pha eae A 


F(%) BRE ilg ares 


puisque la fonction f(w) admet les périodes 2), 23, chacun 
des logarithmes est égal 4 un multiple entier de 277. Donc : 


log 


A Vintérieur du parallélogramme des périodes, la somme 
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des zéros d’une fonction doublement périodique, diminuée de 
la somme des péles, est congrue a zéro, modulis 204, 203. 


Ce théoréme est dt a Liouville. 


357. Comme les poles de la fonction doublement périodique 
J(u) —C, oi C désigne une constante, coincident avec les péles 
de la fonction doublement périodique /(w), on voit que le nombre 
des racines de l’équation f(w) =C, contenues a l’intérieur du 
parallélogramme des périodes, est égal au nombre des pdles de 
J(u), et que lasomme de ces racines est congrue ala somme des 
poles de f(w). Cette somme des racines, si l'on ne tient pas compte 
des multiples entiers des périodes, est donc, comme leur nombre, 


indépendante de C('). 


II. — Décomposition des fonctions doublement périodiques 
en éléments simples. 


358. On doit 4 M. Hermite (?) une formule capitale qui donne 
Vexpression de toutes les fonctions doublement périodiques. En 
raison de son analogie avec la formule de décomposition des frac- 
tions rationnelles en fractions simples, i] convient de donner a 


(*) On observera que l’équation f (w) = 4 définit w comme fonction implicite 
de z. En se reportant a la théorie des fonctions implicites, ou, ce qui revient au 
méme, a la théorie du retour des suites, on aperceyra immédiatement la vérité 
de la proposition suivante. Supposons marqués, dans le plan qui sert a figurer la 
variable z, les points dont les affixes sont les valeurs de f(w) pour les racines 
de Péquation f’(w) = 0, et considérons une aire (A) limitée par un contour 
simple et ne contenant aucun de ces points: si 3, appartient a Vaire (A) et si w, 
est une racine de l’équation f(uw) =<,, il existe une fonction (et une seule) 


u = (4), se réduisant a w, pour s = 5, holomorphe dans (A), et qui est telle 
enfin que l’on ait identiquement, dans cette aire, 
S{9(4)] =s. 


Il y aura, dans Vaire (A), autant de fonctions holomorphes, distinctes entre elles, 
jouissant de cette derniére propriété, que la fonction f (w) a de poles. Elles se ré- 
duiront, pour s=4,, aux valeurs des racines de Véquation f(w) = z,. A une 
quelconque d’entre elles on peut ajouter d’ailleurs 27w,+ 2nw, ol m etn sont 
des entiers quelconques, sans que la derniére relation cesse d’avoir lieu. 

(*) Note sur la Théorie des fonctions elliptiques ajoutée a la sixiéme édition 
du Traité de Calcul différentiel et intégral de Lacroix. 
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cette formule le nom de décomposition d’une fonction pério- 

dique en éléments simples. C’est la fonction Gu qui va y jouer le 
A rye ° A A . ° I 

role d’élément simple, le méme réle que joue la fonction — dans 
u 


la théorie des fonctions rationnelles. 
Considérons la fonction 


F(u) =f(u)C(x—u), 


ou f(«) est une fonction doublement périodique, et ot x désigne 
pour le moment une constante quelconque ; on aura 


F(u+2u,)—F(u) = —2n, f(u), 
F(u+2w;)—F(uw) = — 293 f(u); 


si done on applique a la fonction F(w) Pégalité fondamentale, on 
voit que la somme de ses résidus a l’intérieur du parallélogramme 
des périodes, multipliée par 277, est égale a 


1 1 
iran f flip 20it)de— Gros f J (Uo + 203 ¢)de, 
0 0 


et que, par conséquent, elle est indépendante de z. 

Si, maintenant, l’on désigne par a lun quelconque des pdles 
de la fonction f(u) et par « Vordre de multiplicité de ce pdle, 
on aura, aux environs du point a, un développement de la 


forme 


. 1 T I T + 
J(a+th)y= A AT ADs ++ A, Di) h eee Ag DSW 5 +&(h), 


ot! & (h) désigne une série entiére en h, ob A, Aj,..., Ag_s sont 
des constantes, oti enfin D, D’), ..., D(*~") sont des symboles de 
dérivation par rapport 4. On a d’ailleurs, aux environs du méme 


point a, 
, 1 eeree: Pa, 
C(w@—a—h)=C(«x#-—a)— : Oat 2 amore (@—a)—...; 
en désignant par ¢/(x—a), O"(a —a), ... les dérivées succes- 


sives de Cw par rapport a w, dans lesquelles on a remplacé w par 
x —a. Le résidu de la fonction F(uv) = f(u)¢(# — wv), relatif 


au pole a, c’est-a-dire le coefficient de > dans le développement 
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de f(a + h)¢(# —a—h), ordonné suivant les puissances crois- 
santes de h, est donc 


At(@—a)+ Ay (a7 —a)+...4+ Ag-16'%-) (a2 — @). 


Les résidus de la fonction F(w), relatifs aux divers pdles de 
f(u), s’obtiendront de la méme facon; mais cette fonction F(u) 
admet encore comme poles les pdles de (a — uw). Dans le paral- 
lélogramme des périodes, ces pdles se réduisent a un seul, a savoir 
le point congruent 4 x; ce pdle, pour la fonction ¢(# — w), est 
simple et son résidu est — 1; le résidu correspondant de la fonc- 
tion f(w) (2 — wu) sera done — f(x). 

Ainsi, la somme des résidus de la fonction F(w), a Vintérieur 
du parallélogramme des périodes, est égale a 


v=. 
SAC = a3) SAG Ce G5) one re a) ee 
“peers | 
ou les pdles distincts, a lintérieur du parallélogramme des pé- 
riodes, sont désignés par @,, do, ..-,@i,+.+, dy, ou a; désigne 
Pordre de multiplicité du pdle a;, ot enfin AM, AY), ..., AY, 
désignent des constantes qui dépendent, comme on I’a expliqué, 
du développement de la fonction f(a; + h), suivant les puissances 
ascendantes de h. 

Cette somme ne dépend pas de x; en la désignant par C, et en 
remettant enfin wu a la place de x, on voit que toute fonction dou- 
blement périodique f(w) peut étre mise sous la forme 


i) 


ji) =E + [A f(u —az) + AWC (u—ay) +... + AY) ,6'%—) (u—a;)]. 


pea 


Cest la formule annoncée. Réciproquement, une expression telle 
que le second membre, lorsqu’on y remplace w par w+ 20, ou 
par w+ 203, se reproduit augmentée du produit de 27,, ou de 
23, par la somme des résidus A“) + A +...+ A relatifs aux 
poles du parallélogramme. Elle sera donc une fonction double- 
ment périodique si la somme des résidus est nulle. Nous savions 
déja que cette condition est nécessaire. 


359. Nous ferons, sur cette formule, quelques observations. 
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On a supposé, pour l’établir, que les poles de la fonction dou- 
blement périodique f(w) étaient situés & Vintérieur d’un méme 
parallélogramme des périodes; mais il est clair que si, dans le se- 
cond membre, on substitue aux nombres a; des nombres qui leur 
soient respectivement congrus, modulis 2w,, 23, onaltérera tout 
au plus la constante C; d’ailleurs (n° 78), aux environs de deux 
poles congruents @;, a; les développements de la fonction f(w) 
suivant les puissances ascendantes de w— aj, uw — a; sont iden- 
uiques; on pourra donc appliquer la formule de décomposition 4 
un systéme quelconque de pdles de f(w), pourvu que ce systéme 
comporte un représentant et un seul de chaque pole de f/(w); on 
obtiendra la méme forme avec les mémes coefficients; la con- 
stante C pourra seule étre changée. 

Il est d’ailleurs bien aisé de voir que, sauf la substitution insi- 
gnifiante qui consiste a remplacer quelques pdles par des points 
congruents et a changer alors la constante additive, la décompo- 
sition d’une fonction doublement périodique en éléments simples 
ne peut se faire que d’une facon. S’il y avait, en effet, deux telles 
décompositions, la différence entre les deux expressions compor- 
terait quelque pole. 

Les propriétés de la fonction Gu, qui sont intervenues dans la 
démonstration, sont les suivantes : celte fonction se reproduit a 
des constantes additives prés, quand on ajoute les périodes a l’ar- 
gument; elle n’a qu’un pole simple dans le parallélogramme des 
périodes; ce pole est congru a zéro, modulis 2, 203; le résidu 
correspondant est un. Les deux premiéres propriétés sont les 
plus essentielles; le lecteur apercevra de lui-méme les légéres mo- 
difications qu'il y a lieu de faire subir a la formule quand on sub- 
stitue ala fonction ¢(w) une autre fonction qui posséde seule- 
ment les deux premiéres propriétés. 

Lorsqu’une fonction doublement périodique sera décomposée 
en éléments simples, on pourra l’intégrer; les termes en ( (u — a), 
C"(u —a), ... s’intégrent immédiatement; quant a C(u— a), 
c’est la dérivée de loge(u — a). 


360. Une fonction doublement périodique est dite du nieme 
ordre lorsqu’elle a, dans le parallélogramme des _périodes, 
n poles (ou n zéros). Chaque pdle (ou chaque zéro) doit étre 
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compté autant de fois qu’il y a d’unités dans son ordre de mul- 
tiplicité. 

Il n’y a pas de fonction doublement périodique du premier 
ordre. 

La formule de décomposition en éléments simples met en évi- 
dence l’existence de fonctions doublement périodiques de tous 
les ordres, a partir du second. 

Les fonctions du second ordre appartiennent a deux types dis- 
tincts suivant que leurs deux pdles sont simples, ou qu’elles 
n’ont qu’un seul pdle double. 

Dans le premier cas, les résidus relatifs aux deux poles a, a 
seront égaux et de signes contraires; la fonction sera de la forme 
C+ A[f(u— a,) — $(u—az)]. 51d, est un zéro de cette fonc- 
tion, autre zéro sera congru (modulis 21, 2W3) a a,+ dy— Dy. 

Dans le second cas, Je résidu de la fonction relatif au pole unique 
a sera nul, et la fonction sera de la forme C+ Bp(u — a). Sib, 
est un zéro de cette fonction, l’autre zéro sera congru a 2a — by. 
C’est d ce dernier type qu’appartiennent les fonctions €?(w). 

On voit aussi que si f(w) désigne une fonction doublement pé- 
riodique du second ordre, d’ailleurs quelconque, toute autre 
fonction doublement périodique du second ordre ayant les mémes 
poles pourra étre mise sous la forme A+ B/f(w), ot A, B sont 
des constantes. Il suffira, en effet, de déterminer la constante B 
de maniére que la différence entre cette fonction et la fonction 
donnée n’admette plus qu’un pdle simple, et, par conséquent, se 
réduise a une constante. 

On classera de méme les fonctions de chaque ordre. 


III. — Fonctions doublement périodiques de seconde espéce. 
Décomposition de ces fonctions en éléments simples. 


361. M. Hermite a désigné sous le nom de fonctions double- 
ment périodiques de seconde espéce les fonctions uniyoques, sans 
autre singularité que des pdles, qui se reproduisent multipliées 
par des constantes quand on augmente l’argument d’une période. 
Par opposition, les fonctions doublement périodiques ordinaires 


APPLICATIONS DU THEOREME DE CAUCHY. for 


sont dites quelquefois de premiére espéce. Nous sous-entendrons 
souvent les mots : doublement périodiques. 

Si lon désigne par ¥(w) une fonction de seconde espéce, par 
Ui, U3 des constantes auxquelles on donnera le nom de multipli- 
cateurs, on devra avoir 


F(u +201) = wy F(w), F(u+ 203) = 13 F(u). 


On ture de la, en désignant par n,, rn; des entiers quelconques, 
positifs ou négatifs, 


S (ison, Oy 27303) = wn F(w), 


Si, en particulier, on suppose ny = n;—=—1; si lon continue de 


poser 
Wy + Wes Ws == 0); 


si, enfin, on désigne par vy linverse du produit p, v3, on aura 
§(u+ 202) = po F (Uw). 


Il est parfois commode de dire aussi de pv» qu'il est un multi- 
plicateur de la fonction ¥(w). 

Il est clair que, si C désigne une constante quelconque, 
F(u + C) désignera une fonction de seconde espéce, ayant les 


mémes multiplicateurs u,, 3 que 3(w) ;F(— uw), ¥(C — w) seront 


. 4 . . I I 
des fonctions de seconde espéce, avec les multiplicateurs —, —. 


oe Te 

362. Le produit ou le quotient de deux fonctions de seconde 
espéce est aussi une fonction de seconde espéce; les multiplica- 
teurs de la nouyelle fonction sont les produits ou les quotients 
des multiplicateurs correspondants des premiéres. 

Une fonction exponentielle de la forme e°“*’, ot c et c’ sont 
des constantes, est une fonction de seconde espéce, dont les mul- 
tiplicateurs sont e?*:, e?¢%s, Si l’on se donne une fonction de se- 
conde espéce F (uw) dont les multiplicateurs soient p, et 3, en la 
multipliant par ete’, on lui fera acquérir les multiplicateurs 
wy Ere, 3 e2eM;, 

Le premier multiplicateur sera égal a l’unité, si l'on détermine c 
par la condition 2cw, = — logy,, et cela, quelle que soit la dé- 


termination du logarithme. 
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Nous dirons d’une fonction de seconde espéce qu’elle est ré- 
duite si son multiplicateur relatif & la période 2, est égal a lu- 
nité. On peut toujours réduire une fonction de seconde espéce 
en la multipliant par une exponentielle convenable. S’il arrivait 
que, pour une des déterminations des logarithmes, on ett 


2.4 2W3 


NO ere OS 


il est clair qu’en multipliant la fonction ¥(w) par ee”, ob —c dé- 
signe la valeur commune des deux rapports précédents, on obtien- 
drait une fonction de premiére espéce f(w); inversement, ¥(w) 
s’obtiendrait en multipliant f/(w) par e~°“, et ce cas ne nous four- 
nirait rien d’essentiellement nouveau; nous pourrons donc l’écar- 
ter dés que nous le voudrons. 

Il est a peine utile de faire remarquer que tout point congruent 
aun pdle ou a un zéro d’une fonction de seconde espéce est lui- 
méme un pole, ou un zéro, du méme ordre de multiplicité. 


363. La dérivée logarithmique d’une fonction de seconde es- 
péce ¥(w) est évidemment une fonction de premiére espéce f(w), 
dont les pdles sont les zéros et les poles de la fonction ¥(u); 
le résidu de chaque pédle de f(w) est l’ordre de multiplicité du 
zéro ou du pole correspondant de ¥(w), cet ordre étant affecté du 
signe + sil s’agit d’un zéro, du signe — s'il s’agit d’un pdle: 
donc, puisque pour une fonction de premiére espéce la somme 
des résidus doit étre nulle pour les pdles qui appartiennent a un 
méme parallélogramme, on voit que, pour une fonction de se- 
conde espéce, dans le parallélogramme des périodes, le nombre 
des poles doit étre égal au nombre des zéros, chaque pole ou 
chaque zéro étant compté autant de fois qu’il y a d’unités dans son 
ordre de multiplicité. 


364. La fonction 
ecXs(U+ Uo) 
ou 


Ubi) = C > 
oti C, ¢ et uw» sont des constantes quelconques, n’admet qu’un 
pole dans le parallélogramme des périodes, a savoir le point con- 
gruent a zéro; c’est une fonction de seconde espéce, dont les 
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m uluplicateurs sont respectivement 


E2CW +2 oN, E2CW 42h, 


ainsi qu’il résulte des formules (XXII,). Ces multiplicateurs peu- 


vent étre identifiés a deux nombres quelconques uy 


ale) 35 en sup- 


posant 


I 
CW, + Uh = 3 logy, CW3-+ Uo h3 = 
dot Von tire 
I t 
@ = =, (a1 log ps— as logy), uo = = (ws log pi — o; log ys), 


K ; TU 2 : ‘ 
a cause de la relation 7, w3;— 730, = = Les déterminations des 


logarithmes peuvent d’ailleurs étre choisies arbitrairement. 
On observera que wy n’est congru a zéro, modulis 2,, 20s, 
que si, pour une détermination convenable des logarithmes, on a 


Dans ce cas, la fonction vb(w) se réduit a une exponentielle de la 
forme ec“te’, Sil n’en est pas ainsi, la fonction vb(w) admet pour 
zéro le point — up et tous les points congruents; elle admet pour 
poles simples les points congruents a zéro. 


365. Si l'on suppose que py, ps3 soient les multiplicateurs 
S , x oe . é . 
d’une fonction donnée de seconde espéce, ¥(w); si on détermine, 
comme on vient de l’expliquer, les constantes ¢ et uy de maniére 
a former la fonction vb(u), les fonctions 


F(u) 


bu)’ §(u)Vs(—u),  F(u)Ve(Co— w), 


ott Cy désigne une constante, seront des fonctions de premiére es- 
péce, en sorte que |’introduction de la fonction vb(w) raméne 
l’étude des fonctions de seconde espéce a celle des fonctions de 
premiére espéce. 

Nous allons d’abord déduire de 1a la proposition suivante, qui 
est l’analogue du théoréme de Liouville pour les fonctions dou- 
blement périodiques ordinaires : 
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En dehors de la fonction exponentielle ec, tl n’ existe pas 
de fonction transcendante entiére qut soit doublement pério- 
dique de seconde espéce. 


Si, en effet, ¥(w) est une fonction transcendante entiére, la 
fonction doublement périodique ordinaire ¥(w)ws(— uw) ne peut 
avoir dans le parallélogramme des périodes qu’un péle unique et 
simple, a savoir le péle de vb(— wz); elle se réduit donc a une 
constante C/ différente de zéro. Si wy n’était pas congru a zéro, 
pour w= up la fonction vs(— uw) serait nulle et le produit 
vb (— w) #(w) ne pourrait étre égal a C’, puisque la quantité ¥( Wo) 
est finie. I] faut done supposer que wp soitcongru ao; c’est le cas 
ot la fonction vb(w) se réduit a une exponenticlle de la forme 
ecvte’: i] en est de méme de la fonction ¥ (1). 


366. On voit aussi que, quelle que soit la fonction de seconde 
espéce ¥(w), si ses multiplicateurs p,, uz vérifient, pour une dé- 
termination convenable des logarithmes, la relation 

Logie a 198 Ha. 


Wy W3 x 


en d’autres termes, si Wy est congru a zéro, modulis 2,, 20s, 
la fonction §(w) sera le produit d’une fonction doublement pé- 
riodique ordinaire f(w) par une exponentielle de la forme ect’, 


puisque le rapport ; 
F(u) 


Vo (uw) 


o 


est une fonction doublement périodique ordinaire, et que vb(z) 
se réduit a une exponentielle; c’est d’ailleurs ce que nous savions 
déja (n° 362). Désormais nous écarterons ce cas. 

Supposons done oy différent de zéro, nous poserons 


o(uU+ Uy) a 
CUT Uy 


ob (wu) = 
et ’on aura 


alo (we + 2Wy) = E2(CWg + Uy Ny) dbo (u) = jie ols (te). 


La fonction A(z) admet le point o pour pdéle, et le résidu cor- 
respondant est 1. On reconnait aisément quwil n’existe pas d’autre 
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fonction de seconde espéce aux multiplicateurs y., et ys, admet- 
tant pour pole simple le point zéro et les points congruents, n’en 
admettant pas d’autres, et telle enfin que le résidu relatif au 
pole o soit égal a1. En effet, le rapport d’une telle fonction 
a -&(w) serait nécessairement une constante, puisque ce serail 
une fonction doublement périodique ordinaire sans pole, et Von 
voit que cette constante doit étre égale a 1, 4 cause de Vhypo- 
thése relative aux résidus. 


367. Si, maintenant, ¥(w) est une fonction de seconde espéce, 
aux multiplicateurs w,, 23, et si l’on désigne par 2 une constante 
quelconque, la fonction ¥(w) ..(~ — wu) sera une fonction de pre- 
miere espéce; la somme de ses résidus a lintérieur du parallélo- 
gramme des périodes sera nulle. En calculant cette somme, exac- 
tement comme on l’a fait pour la fonction f( uw) (a — w), on ar- 
rivera & cette conclusion que la fonction ¥(w) peut se mettre sous 
la forme 


tv, 
(CDY PSO > [ A) fe (ue — az) + Al! Ao'(u—az)+. oe ee Ay(%i—-) (uw — a;)], 
Dass 


ol @, dy, .-., ay désignent les pdles distincts de la fonction ¥(w) 
situés a Vintérieur du parallélogramme des périodes, ot le nombre 
entier positif a; est l’ordre de multiplicité du pdle aj, ot Ab! (u— a;), 
de” (U — az), «.., Beli" (u — a;) désignent les dérivées par rap- 
port a w de la fonction -&(wu — @;) jusqu’a Vordre #;— 1, ot enfin 
A®, AM, ..., AY_, désignent les constantes définies par le déve- 
loppement 
eer AO 2 eNO D kA Diet) <= @ pK), 
h h : h 

relatif aux environs du pdle a;; dans ce développement, qui pro- 
céde suivant les puissances ascendantes de h, &(h) désigne une 


: Ss I Ling waa eae 
série entiere en h; D>> eo Diets désignent les dérivées suc- 
7 


cessives, par rapport a h, de = jusqu’a Vordre o;—~ 1. 
p) ? h 
La fonction ¥(w) est ainsi décomposée en éléments simples. 
Réciproquement, une expression telle que le second membre 
de l’équation (a), lorsqu’on y remplace uw par u + 20), U+ 20s, 
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se reproduit multipliée par py, 43, puisqu’il en est ainsi de la 
fonction (wv) et de ses dérivées par rapport a uw. Ce second 
membre représente donc une fonction de seconde espéce dont les 
multiplicateurs sont ceux de la fonction Jb(v). 


368. Cette formule suggére des observations toutes pareilles a 
celles qui ont été faites au n° 359. 
D’abord, si l’on substitue au pdle a; un point congruent 


A, = A; +2N1, H+ 27233, 
il est clair, 4 cause de la relation 
db (u — a) = py pg” ob (U — i), 


que, dans la formule (a), les nombres AM, A\?,..., Ay) , devront 


étre multipliés par pi14%; mais, d’un autre cote, légalité 


2 Pa 
§ (UE 2N, 01+ 27303) = pres F(u) 


montre de suite que, dans le voisinage du péle a; , les coefficients 
du développement de ¥(w), suivant les puissances de u—a,, 
s’obtiennent en multipliant par pj ys les coefficients du dévelop- 
pement de F(u) suivant les puissances de uw — a;, dans le voisi- 
nage du pdle a,;. Par conséquent, on pourra appliquer la for- 
mule (a) et la régle pour déterminer les coefficients en prenant 
pour les points @,, @2, ..., @y un systéme quelconque de pdles de 
la fonction ¥(uw), pourvu que ce systéme contienne un représen- 
tant et un seul de chaque pdle. On voit aussi que, sauf la modi- 
fication que nous venons d’indiquer, la décomposition en élé- 
ments simples ne peut s’effectuer que d’une seule facon. On recon- 
nait enfin que les propriétés essentielles de la fonction (uw), qui 
servent dans cette décomposition, consistent a admettre les mul- 
uplicateurs p,, ps3 et a n’avoir, dans le parallélogramme des pé- 
riodes, qu'un pole simple. L’hypothése que ce pdle est le point 
zéro et que le résidu correspondant est 1 ne sert qu’a simplifier 
la formule. 


369. Quand les multiplicateurs y,, uw; d’une fonction de seconde 
espéce ¥(w) sont donnés, il y a une relation entre les zéros et les 
poles. En effet, puisque la fonction ¥(w) &(— wu) est de premiére 
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espéce, dans le parallélogramme des périodes, lasomme de ses poles, 
diminuée de la somme de ses zéros, est congrue a 0, modulis 204, 
203. Chaque pédle et chaque zéro doivent figurer dans chacune des 
sommes autant de fois qu’il y a d’unités dans son ordre de multi- 
plicité. Comme le pdle de .&(— w) est congru a o, et son zéro 
& Wy, On voit que la somme des pdles de la fonction #(«) diminuée 
de la somme de ses zéros doit étre congrue a Wy; en d’autres termes, 
en désignant un pole quelconque par a, un zéro quelconque par b, 
par Za, Xb les sommes des pdles et des zéros contenus dans un 
parallélogramme, chaque pdle et chaque zéro figurant dans la 
somme autant de fois quwil y a d’unités dans son ordre de multi- 
plicité, on a 
I 


La — b= — (w3logpi— o logy3) (modd. 2, 203). 


ers 


Ce théoréme, qui est l’analogue de celui du n° 355 pour les fonc- 
tions de premiére espéce, subsiste si lon a wy = 0. On le retrou- 
verait, ainsi que le théoréme sur l’égalité des nombres de pdles 
et de zéros, en appliquant l’égalité fondamentale du n° 352 aux 
$'(u) Flu 

a ,, ak c’est un calcul que nous aurons l’occa- 
F(u) F(u 

sion de développer bientét dans un cas plus général. 


fonctions u 


370. Le nombre des zéros d’une fonction de seconde espéce 
étant égal au nombre de ses poles, on peut classer les fonctions 
de seconde espéce, comme celles de premicre, d’aprés le nombre 
de leurs poles. Une fonction de seconde espéce qui a n poles ou 
n zéros est dite du ne ordre. La formule de décomposition en 
éléments simples met en évidence l’existence de fonctions de se- 
conde espéce de tous les ordres. “4 (w) est une fonction de seconde 
espéce, du premier ordre. 


371. Cette fonction .4(w) joue un role considérable dans la 
théorie des fonctions doublement périodiques. Signalons quelques 
cas particuliers. 

Si la fonction Jb(w) est réduite, elle jouera le role d’élément 
simple pour les fonctions réduites; on a alors, puisqu’on peut 
supposer logy, = 0, 


w, log ps oe Mi logus _ 


— H1 Uo " 
> ? a en ate 
uw ww W, 


uy = — 


T. et M. — III. 2 
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la fonction Ao(w) se présentera donc sous la forme 


Aro 
o(u+u ———— 
soe ere 
CUS Uy 
ou encore, en posant 
u u 
Pe OS ee w=2Ke, Hy = 2K vo, 
1 0 


sous la forme 


I PANO VOLO) ey rae Eee 
2W4 J1(¥) Fi (%) ay g e H(v@)H (20) 


372. Considérons encore le cas ot les multiplicateurs 4, p35 
d’une fonction de seconde espéce seraient des racines n*™® de 
l'unité, en sorte que la puissance n*™* de cette fonction serait une 
fonction doublement périodique ordinaire. Soient, par exemple, 
en désignant par p, g des nombres entiers non divisibles tous les 


deux par n, 
_2qTi 2pTi 
WS Eg Mesa 5 


nous désignerons, dans ce cas, |’élément simple par .bp,7(w); on 
trouvera sans peine 
2pw,+2gW 
= (u _ 2p i+ 29 3 : 
n 2tPat? qa) — 
2pw,+ 2g: : 
CUO (CBee ts) 


Sbep,g(u) = 


Te 


il sera lui-méme la n*™? racine d’une fonction doublement pério- 
dique ordinaire. 

Dans le cas ob n= 2, on peut prendre, pour le systéme de 
nombres entiers (p,q), les trois systémes (0,1), (1,0), (1,1), 
et lon retombe ainsi sur les fonctions (uw), qui sont, en effet, 
relativement aux périodes 2w,, 2 3, doublement périodiques de 
seconde espéce, avec les multiplicateurs + 1. Les fonctions op, 4 (2) 
sont donc, comme le remarque M. Kiepert, quia montré leur réle 
dans la théorie de la multiplication et de la transformation, la gé- 
néralisation immédiate des fonctions yo (w). 


373. Les propriétés suivantes de ces fonctions résultent immé- 
diatement de leur définition, des propriétés élémentaires de la 
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fonction ow et de la formule (VII,) : 


Sop, (U + 201) = dep, (ue ig 


_2(p—qni 
dbp g(U + 202) = dbp g(u)e s 
2p 
do p,g(U +203) = bop g(uje ” , 
Mopin, q(t) = bp,g(4), 
do p,q ( — u) = db_p,—q(t), 
2pwW,+ 2g W: 
clep,g(U) chop, —g(U) re (Aeeeeder), 
n—1 n—1 
2 — 2pH,;+2g 
{| i jG ta i | [pup (,2pere odes) |. 


Cette derniére égalité suppose que n est un nombre impair. 


374. Désignons enfin par .b(u, uy) ce que devient la fonction 


générale -b(w) quand on y remplace la constante ¢ par €(wo); 
posons, en d’autres termes, 


Oo (Uu+ Uo) ‘ 


ee Us) = FU OU 


—ul to, 


On observera que la dérivée logarithmique de .&(w, wy) est 


" . 1 pu—pu fe : 
égale (VII,) a - pe Pe. on en conclut aisément que la fone- 
2 pu— pu 


lion sb(u, uo) vérifie l’équation différentielle linéaire 


dl? Ao (u Uo) 
aia = [2aput puo] b(u, uo). 


La fonction (u, Uy), considérée comme une fonction de uy 
mérite de fixer un instant l’attention. II suffit de se reporter aux 
égalités (XII) pour voir qu’elle jouit de la propriété qu’exprime 
Pégalité 

clo (U, Up + 2Wy) = cbo(U, Uy) (2S Dy By 
Elle devrait done étre regardée comme doublement périodique, 
si nous n’avions pas exclu les fonctions, méme univoques, qui ad- 
mettent des points singuliers essentiels; tel est évidemment le cas 


de la fonction (uw, wo) qui, puisque Cu figure en exposant, ad- 
met comme points singuliers essentiels tous les pdéles de Guy. On 
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observera que, dans le parallélogramme des -périodes, la fonction 
ob (UW, Uo), regardée comme une fonction de up, n’admet qu'un 
zéro, congru a — uw, et un pole congru ao (modulis 2,, 203). 
On reconnait de suite, 4 cause de l’égalité ( VIL, ue ona 
? D y] 


clo (U, Up) eo (U, — Uy) = PU— PU. 


IV. — Fonctions doublement périodiques de troisiéme espéce. 


375. En faisant un pas de plus dans la voile que nous yenons 
de suivre, nous sommes amenés a étudier les fonctions que M. Her- 
mile a désignées sous le nom de fonctions doublement pério- 
diques de troisiéme espéce; C'est ace type qu’appartiennent les 
fonctions du, ¢,u, ®(w). Les fonctions de troisiéme espéce sont 
définies, en général, comme étant univoques, comme n’admettant 
aucune autre singularité a distance finie que des pdles, et enfin 
comme satisfaisant aux équations fonctionnelles 


Wu a 204) = eM u+Ny Wu), Wu —- 2.3) — eM3u+N, Wu), 


M,N, M3, Ng étant des constantes. Ici encore, il est clair que les 
poles et les zéros de la foncuon W(w) devront se reproduire pé- 
riodiquement. 


376. Les constantes M,, Nj, M3, N3 ne peuvent étre choisies 
arbitrairement; en effet ('), les équations précédentes entrainent 
celles-ci : 


W(u+20, ote 203) = e(M,+M,)u+2M,W3+N,+N, Ww) 


= e(M,+My)u+2M3W,+N,+N3 Wu) 
et ces derniéres exigent que lon ait 
M; ©3 — M3 W, = Ant, 


en désignant par / un entier positif, nul ou négatif. 
b) by ‘ 
Dans l’expression de W(u + 20, + 203), remplacons w par 
u-+- 2. et résolvons par rapport a W(wu +22); en tenant 


(*) Cest le méme raisonnement qu’au n° 92. 
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compte de la relation w, + wy + 03 = 0, nous aurons 
Wu = 2.0») = e—(M,+Mg)u—2(M, + Mg) W2 —2M3 &,—N; — Ng Wu); 
d’ot l’on conclut qu’on peut écrire 
WE (U5 21s) = eMsU Ne Wi), 
en définissant My et No par les égalités 


M, + Mz+ M3 = 0, 


Ny + N23 + N3 — My, — Mg W_ — M303 = (2h'+ h)zu. 


La seconde égalité, ot h’ désigne un entier quelconque, résulte 
aisément de ce que ona 


— 2( My + M3) 2 — 2M3W, — (My Wy + My W2—-+ M33) = My; — M34. 


Ainsi, les six constantes M,, M2, M3, Ny, No, N3 satisfaisant aux 
relations précédentes, on pourra remplacer les deux équations 
fonctionnelles qui définissent la fonction W (w) par les trois équa- 


uons 
Wut 2w,) = eMau+Na W(u) (Coro ea) 


) 


Nous conservons aux quantités e”*"*%« le nom de multiplica- 


teurs, déja employé pour les fonctions de seconde espéce. 


377. Le produit ou le quotient de deux fonctions de troisieme 
espéce est aussi une fonction de troisiéme espéce; les multiplica- 
teurs de la fonction ainsi engendrée sont les produits ou les quo- 
tents des multiplicateurs correspondants des fonctions primi- 
tives. Lorsque le premier multiplicateur e™“*™: est égal a 1, la 
fonction est dite réduite. 

Une exponentielle de la forme e*”*8"**, ot A,B,C sont des 
constantes, est une fonction de troisiéme espéce; on peut disposer 
de A, B de facon que le multiplicateur de cette fonction relauf a Ja 
période 2, soit précisément emse+N yf, et N, étant donnés. Dés 
lors, étant donnée une fonction de troisiéme espéce, on peut la 
réduire, en la multipliant par une exponentielle de la forme pré- 
cédente. Inversement, toute fonction de troisiéme espéce peut se 
déduire d’une fonction réduite, par le méme procédé. 


22 CALCUL INTEGRAL. 


378. Dans une fonction réduite de troisiéme espéce, on peut 
supposer nuls M, et Ny; M; se déduit alors de la relation 


M; ©3— Mz, = ATL, 


et la fonction doit vérifier les équations fonctionnelles 


Ati 
—-—u+N 
W(u+ 201) = Vu), W(u+t2w3;3)=e x “W(u). 


Observons que la constante N; n’a pas grand intérét; si, en ef- 
fet, dans les équations précédentes, on change wu en u + C, en dé- 
signant par G une constante quelconque, puis que l’on désigne 
par W,(w) la fonction W(u + C), on voit que la fonction W, (w) 
vérifie les équations 


Ati . Aric 
u+Ng, 


Wi(u+20,)=Wi(u), Wy(u+2u3)=e ™ — © Wi(w); 


ce sont les mémes équations que vérifie W(w), si ce n’est que N; 
hrt 

wy 
on connaitra la fonction VW (wv) = W,(u—C). On peut donc sup- 
poser que N; ait telle valeur que l’on voudra, par exemple la va- 


est diminué de 


G ’ e . . 
—; d’ailleurs, connaissant la fonction WV, (w), 


hriws 


Jeur o, ou la valeur — - Dans ce dernier cas, les équations 


Wy) 


fonctionnelles qui déterminent la fonction W(w) prennent la forme 


Ati 
——— (u-+- Ws) 
W(u+ 20,) = (uw), W(uw+2w3)=e 1 SANG a) 
Ainsi la recherche des fonctions de troisiéme espéce se raméne 
a celle de la solution la plus générale de ces équations fonction- 
nelles. 


379. Avant d’aborder cette recherche, nous allons établir, pour 
les fonctions de troisiéme espéce W(w), 4 multiplicateurs guel- 
conques, deux relations concernant l’une la différence entre le 
nombre des zéros et celui des pdles, l’autre la différence entre la 
somme des zéros et celle des pdles, analogues a celles qui con- 
cernent les fonctions de premiére et de seconde espéce. 

Appliquons d@’abord l’égalité fondamentale du n° 352 a la fone- 
tion 
W'(w) 


Berane 
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Puisque la fonction W(w) n’admet pas d’autre singularité a dis- 
tance finie que des péles, le nombre de pdles ou de zéros de cette 
fonction contenus dans le parallélogramme des périodes sera né- 
cessairement fini. Désignons par a, dz, ..-, a Vune part, par 
b,, bz, ..-, b, d’autre part, les pdles et les zéros contenus a |’in- 
térieur du parallélogramme autour duquel on effectue l’intégra- 
ton, chaque pédle ou chaque zéro étant répété exactement autant 
de fois qu’il y a d’unités dans son ordre de multiplicité; la somme 
des résidus de la fonction F(v), a Vintérieur du parallélogramme, 
sera 9 — y. 


Le calcul du premier membre de l|’égalité fondamentale pour 


F(u) a W'(u) 


F(a) est immédiat; on trouve 2(M,;— M,,). Ona 
donc 


2(M,w3;— M30,) = 27t(9 —v), 


en sorte que le nombre entier que nous avons désigné plus haut 
par / n’est autre que lexcés du nombre de zéros sur le nombre 


de poles. 


380. Appliquons le méme théoréme a la fonction 


w'(u). 
W(u)’ 


IM) == 


la somme des résidus 4 V’intérieur du parallélogramme sera la dif- 
férence d entre les sommes 0,+ 02-+...+ by et aj +24... + ay 
des zéros et des poles. 

On trouve d’ailleurs immédiatement 


F (uy) + 20,2) — F( up + 203+ 200) 
W" (up + 201%) 
SW (ug 20, t) 


= — (Up + 203+ 20,2) M3 — 20 


F (up + 203¢) — F(uyp+ 201+ 2030) 
W' (uy + 203 ¢) 
W (Up + 2030) : 


= — (Up t+ 201+ 203¢t) M,— 20, 
et, si l’on observe que les intégrales 


1 W'(uy+ 2044) TW! (uy 20st) 9, 


, W(uot2mt) ” pW (uo + 2032) 


24 CALCUL INTEGRAL. 


sont respectivement des déterminations des quantités 


v 
I o Eto 2.04) Les E (Uy + 203) 


2W4 © WU) é 203 2 W (Uy ) 5 


c’est-a-dire qu’elles sont respectivement égales a 


M,u +N, +2770 M3 up+ Na+ 23 T7t 
pet Oe a poeta UN EY 
24 2.03 


y 


en désignant par n,, 3 des nombres entiers, on obtient 


M, Up + N, +201 
20, |— (Up-+ ©, + 203) M3— 203 


204 


Ms; Uy + N; +273 TU 
2W3 


— 23 | — (e+ es-+ 201) Mi — 204 | =2aez. 
En tenant compte de la relation w;M,;— 0,;M3; = 7, on en dé- 
duit 

w, N3—w3 Ny Bie w? M3— w? M, 


TU TU 


a= 


2hws2+ 2(230,— N13). 


Dans le cas d’une fonction réduite, M,; et N, sont nuls et l’on a 


donc wisd ue fA est écal — eum la congruence 
? Pp | co) mee S 
TL 


ao w1 Ns 


—hw, (modd. 21, 23). 

381. Abordons maintenant la recherche du type le plus général 
des fonctions de troisiéme espéce. 

Si la fonction de troisiéme espéce est transcendante entiére, 
h désigne, d’aprés ce que nous venons de voir, le nombre de 
zéros contenus dans le parallélogramme des périodes: c’est un 
nombre entier posiuf. Quant a d, c’est la somme des zéros. Si 
Yon suppose la fonction réduite, les équations fonctionnelles 
prennent la forme (') 


Ati 
ee N3 


W(u+20,) = W(w), W(u+2u;)=e Wu), 


dont on a, comme on I’a démontré au n° 274, la solution la plus 


(*) Cette forme méme montre qu’on ne peut supposer / nul, puisque alors la 
fonction serait de seconde espéce et se réduirait donc a une exponentielle e+’. 
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générale, savoir 


Nous rappelons que la fonction ®(w) comporte / constantes 
arbitraires Ao, A;, .-., A,_; qui y figurent linéairement, et que 


Yona 
P(w) = Ap Po(w) + A, Py(u) +...+ Apn1Pp_1(w), 


en supposant 


(nh-r)? r? 


®,(u) = s qd h erinh+r)iny — gh e2riny J3(he ae rc|hc), 
n 


i : : Ae u 
ou ¢, suivant notre habitude, est mis a la place de — - 
2W1 


En résumé, si l’on se donne les deux périodes 2w,, 2s, et le 
nombre / de zéros dans le parallélogramme des périodes, la fonc- 
tion transcendante entiére la plus générale qui soit une fonction 
réduite de troisiéme espéce sera la foncuon ®(u-+ C), qui com- 
porte les h+-1 constantes Ag, Ay, ..., Ans, C3 la derniére est liée 
ala somme d des zéros par la congruence 


d=h(w,— CG) (modd. 20,;, 23), 
qui se déduit immédiatement de celle que l’on a obtenue a la fin 


N30 


hrt 


du n° 380, en remarquant que Cest égal 4 — w;— 


Enfin, on obtiendra la fonction transcendante entiére la plus 
générale en multipliant ®(w+ C) par une exponentielle de la 
forme e4“+®” ot A et B sont des constantes arbitraires; il est 
inutile de prendre cette exponentielle sous la forme e4“@*®“*°, 
puisque le facteur e“ ne ferait que modifier les constantes arbi- 
traires Ay, Ay, .-., Ax_s qui figurent dans ®(w-+ C). 

On observera que le théoréme de Liouville n’a pas ici son ana- 
logue puisque, comme on vient de le voir, il existe des fonctions 
de troisiéme espéce, autres que l’exponentielle eA“*?*", qui sont 


transcendantes entiéres. 


382. Le lecteur n’a pas manqué de remarquer les propriétés 
importantes de la fonction ®(w) que nous avons obtenues en pas- 
sant. C’est une fonction de troisiéme espéce dont les multiplica- 
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teurs correspondant aux périodes 2W,, 2W3 sont respecuivement 


Ati 
Sea Op)) 
w - 


Tange un oe 3 
cette propriété n’est autre chose que la définition méme de la fonc- 
lion transcendante entiére ®(w); mais nous venons d’apprendre 
en outre que, dans le parallélogramme des périodes, elle a exac- 
tement h zéros et que la somme de ces zéros est congrue modulis 
2@,,2W3 a h(w, +3) ou, si l’on veut, a hwy. 

De la premiére de ces deux propriétés on déduit que la fonc- 
tion Sy ne peut admettre plus d’un zéro dans le parallélogramme 
des périodes, puisque la fonction ®(w), pourh =1, se réduit a 

u 

33 (= 
quel nous nous sommes appuyés sur la décomposition des fonc- 
lions J en facteurs, le lecteur a maintenant tous les éléments né- 
cessaires a l’établissement d’une théorie des fonctions S fondée 
uniquement sur les développements en séries trigonométriques 
(n° 160) qui les définissent et sur le théoréme (n° 274) de M. Her- 
mite. 

De la seconde de ces propriétés, il résulte que si l’on se donne 
tous les zéros, sauf un, de la foncuon ®(w), ce dernier zéro est 
déterminé. 

D’ailleurs, on peut construire une fonction ®(w) admettant 
h —1 zéros by, by, ..., ba_y, et cette fonction est déterminée a 
un facteur constant prés. En effet, les h constantes Ay, Ay,..., An_4 


«| - Ce théoréme étant le seul pour la démonstration du- 


qui figurent linéairement dans ®(w) seront liées par h —1 équa- 
tions qui, dans le cas ot tous les zéros sont distincts, seront 


@(b))=0, (b:)=0, ..., (bp) =0, 


et qui, dans tous les cas, resteront linéaires en Ay, Ay,..-, An_y- 
Ces équations admettent toujours une solution dans laquelle toutes 
les inconnues ne sont pas nulles et déterminent les rapports mu- 
tuels des constantes A,, A,, ..., Ax,_,. On ne peut, en effet, se 
trouver dans le cas d’exception de la théorie des équations li- 
néaires, car, si l’on obtenait deux fonctions distinctes ®(w), 
®,(w) admettant les A —1 zéros donnés, le rapport de ces deux 
fonctions serait visiblement une fonction de premiére espéce qui 
n’aurait point de pdle: ce serait donc une constante. 
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On voit aussi qu’il existe des fonctions transcendantes entiéres 
de troisiéme espéce, qui admettent, dans le parallélogramme des 
périodes, h zéros donnés by, bz,..., b,. Une telle fonction, si elle 
est réduite, sera de la forme ®(u + C), C étant une constante qui 
satisfasse a la congruence 


hE=hwo,—d (modd. 2), 203), 


en désignant par d la somme des zéros du parallélogramme. On 
choisira pour C l'une des solutions de cette congruence, et l’on 
déterminera, 4 un facteur constant prés, comme précédemment, 
les A constantes qui entrent linéairement dans ®(w+C) de 
fagon que cette fonction s’annule pour h —1 des zéros donnés, 
par exemple, pour by, b., ..., ba_1; la fonction ®(u), qui a h 
zéros dans le parallélogramme, s’annule pour b, + C,b,+(C,..., 
b,_1+C; en désignant par 64+ C son hi*™? zéro, on devra 
avoir 
6,+C+6.+ C4+...+ 6,.,+C0+ 6, + C=hw, 


ou 


d+hC+ b, —b,=hwns, 
d’ot l’on conclut 
b;, — bn =0 (modd. 201, 23). 


On obtiendrait, d’ailleurs, diverses solutions avec des mulupli- 
cateurs différents, en prenant pour C les diverses solutions de la 
congruence. 


383. Nous ferons encore sur les fonctions ®(w) la remarque 


suivante, qui va nous étre utile tout a l’heure. Si l’on y pose 


ET 
p= OM 


les fonctions ®,(w), (r= 0,1,...—1) prennent la forme 


» 2 aaa 
P,.(u) = qr A+2nr+ 7 gnh+r ; 


n 


sur laquelle la propriété fondamentale (LV.) apparait immédiate- 
ment; car, lorsque l’on remplace wu par u + 20,, x ne change pas, 
non plus que la somme de la série, et quand on remplace wu par 
u+2w3, x est remplacé par g?z, en sorte que la série se repro- 
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duit multipliée par 


LLP eee 
qu-ha-k == 2 W, $ 


384. Il est aisé de former une infinité de séries, constituées 
d’une facon analogue aux précédentes et, en particulier, a la plus 
simple de toutes 


®o ( uw) = SY: OAC RLUE, 


qui jouissent de la méme propriété, mais qui ne représentent 
plus des fonctions entiéres. C’est un point trés particulier des 
belles recherches de M. Appell sur les fonctions de troisieme es- 
pece ('), que nous allons exposer en disant quelques mots d’une 
de ces fonctions, appelée a jouer le réle d’élément simple. 

La recherche des fonctions de troisiéme espéce les plus géné- 
rales peut étre ramenée, comme on I’a vu au n° 378, a la recherche 
des fonctions réduites qui satisfont aux équations fonctionnelles 


hix 


= (uo-+ 
W(u+20,) = Ww), Wu 203;)=e ‘ 


W 3) R 
ENE Cie), 
et nous avons montré au n° 379 que h désigne l’excés du nombre 
de zéros sur le nombre de poles. On prévoit qu’il y aura deux cas 
a distinguer suivant le signe de h. 
Supposons d@’abord que h soit positf. 


imu 
I] est aisé, en supposant toujours x =e, de former une série 


qui se reproduise multipliée par g~* z~? quand on change x en 
qg*x et dontla somme représente une fonction qui n’admette, dans 
le parallélogramme des périodes, qu’un pdle unique et simple, 


iT w 
congruent au point donné sy. Telle sera, si l’on pose y=e™ , 
la série 


Cette série est absolument et uniformément convergente dans 
toute région finie du plan de la variable uw, qui ne contient 


(1) Annales de l’Ecole Normale supérieure, 3° série, t. I, I, I. Voir aussi 
HALPHEN, Zrailé des fonctions elliptiques, t. I, p. 468 et suivantes. 
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aucun des points w pour lesquels on a g2"x —y = 0, c’est-a-dire 
un des points uw = wv + 2mw,-+ 2Nws, ot m désigne, ainsi que n, 
un entier quelconque. La série garde méme ce caractére dans les 
régions qui contiennent quelques-uns de ces points, pourvu qu’on 
en supprime les termes qui deviennent infinis. 


Si Pon isole le terme qui devient infini pour uw =, savoir 


T 


I 
eas = ap Bgl 
e2—y sy sa 
e 


; é cats ; ie ‘ o) 
on voit de suite que le résidu relatif au pdle simple w est Res er 


tT y 
Si l’on pose finalement 


gnhk 


egy 


? 


TMi 2)) = ee. qh 


i 


on aura une fonction de wu qui satisfait aux équations fonction- 
nelles, qui admet comme pdles simples les points congruents aw, 
et dont le résidu, pour le pdle «, est égal a c. 


385. Nous aurons a envisager cette fonction F(w, s) tant 
comme fonction de u que comme fonction de sv. A ce second 
point de vue, il est clair que la fonction F(z, ) jouit de la pro- 
priété 

F(u,w~ +2w,)=F(u,@), 
mais, relativement a la seconde période 23, elle se comporte d’une 


facon plus compliquée. 
Tout d’abord, écrivons-la sous la forme 


as A y— xg + og2n 
F(u,w) =— s qh gnk S 1 qd 
Wy DOP LY 
n 


x it * enh-t 
= iS Py (wu) Se s qm han —.—_——3 
Wy LG ay 


n 
puis changeons w en w+ 203, y en gy, henn-—+ 1, on aura 


in it ( a gin n+l 
'(uU, +203) + — Po(u) = — Sass aN wer 
(u,v + 203) A ) ay 7 rqn—y’ 


n 
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retranchons des deux membres la quantité 


a 


aye tiga — ST 
AF(u,w)=A a grh gunk Saye 


1 


la série qui figure dans le second membre deviendra 


q2nh+v+h gh+1—)yr 
qh gnh oe 
2 
> oe bed 


nv 


et, en prenant pour ) la valeur gy’ de maniére que le numéra- 

teur de la fraction devienne divisible par le dénominateur, on ob- 

tiendra l’égalité 

CEM eg E 
Gye 


lt 
F(u, ~ +203) —q*y?F(u, w) = — gq’ gr hank 
a s 


n 


en effectuant la division de (g2?x)**! — y**! par q?”x —y, on 
aura finalement 


re 


t h Us 
F(u, » +203) = gy" F(u, w) + oe ae h®,.(u). 


0 


386. La fonction F(u, ), envisagée comme une fonction de u, 
va nous permettre de construire toutes les fonctions de troisiéme 
espéce qui admettent, dans le parallélogramme des périodes, un 
nombre quelconque de pdles et un nombre de zéros égal a ce 
nombre de pdles augmenté de A unités; elle admet elle-méme un 
pole et h +1 zéros. 

Observons d’abord que les fonctions de u 


oF oF o8F 


= 5? a5 
Ow Ow2 Ow 


sont toutes des fonctions de troisiéme espéce, avec les mémes 
multiplicateurs que la fonction F(w, s); chacune d’elles n’a dans 
le parallélogramme des périodes qu’un pdle, mais ce pdle est 


oF ; ; A ; 

double pour ——, triple, quadruple, ... pour les fonctions sui- 
Ow : : 

vantes. 


Considérons maintenant une fonction W(w) de troisiéme espéce, 


Ree, ) : 
avec les multiplicateurs 1 ete . Soit ~ un de ses poles 
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dordre x, en désignant par A une constante choisie de facon que, 
dans le développement suivant les puissances de ¢ de la fonction 


ot-1 


Oat’ 


VWou)—A 


, T 
dans laquelle on a remplacé w par w + ¢, le terme en — manque, 


on voit que cette fonction n’admettra plus le pdle m qu’a Vordre 
%—1; on la raménera de méme a ne plus l’avoir qu’a l’ordre 
&%—2,..., puis a ne plus l’avoir du tout: les fonctions succes- 
sives que l’on formera ainsi seront toujours des fonctions de troi- 
siéme espéce, avec les mémes mulliplicateurs, et les pdles autres 
que # ne seront pas modifiés. On enlévera ainsi successivement 
tous les pdles, et alors il ne restera plus qu’une fonction transcen- 
dante enticre de troisiéme espéce, c’est-a-dire une fonction ®(w). 
On conclut de la que, si l’on désigne par a, az, ..., ay les poles 
distincts de la fonction W (w) dans le parallélogramme des périodes, 
par a; le degré de multiplicité du pdle a;, on pourra mettre W(w) 
sous la forme 
TV 
W(u) = &(u)+ » [AvR+eay = A) aaa, ; 
Cail 
OF o?F 
> Ow’ Ow?’ 
place, aprés avoir fait les opérations, par a;. Inversement, une 


ott l’on entend que, dans les expressions F +++, On rem- 


expression telle que le second membre représentera, quelles que 
soient les constantes Ay, ..., An_, qui figurent dans ® et les 


..., une fonction de troisiéme espéce, 


autres constantes AW, A”? 
Ati 


| 
(t6-+ W 3) 


avec les multiplicateurs 1 ete , avec les pdles a;, d’ordre 
de multiplicité «;(¢—=1, 2,...,v), et admettant un nombre de 
zéros égal ah + 4,+4,-+...+ ay; tel est aussi le nombre de con- 
stantes arbitraires qui y figurent, si l’on regarde les poles comme 


donnés. 


387. Il n’y a pas lieu de s’arréter au cas ot h est nul puisque 
Von aurait affaire 4 une fonction de seconde espéce. 

Supposons maintenant / négatif et soit encore W (uw) une fonc- 
tion de troisiéme espéce avec les multiplicateurs 


Agi 


(tt -+ Ws) 
ig, (ose ; 
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admettant, par conséquent, dans le parallélogramme des périodes 
un nombre quelconque de zéros et un nombre de pdles supérieur 
de — h a ce nombre de zéros. 

Formons les fonctions ®(w), F(w,@) qui correspondent au 


nombre —h, c’est-a-dire des fonctions de troisiéme espéce, aux 
hw 


multiplicateurs 1, e ” 
P ) 


(%¢-+-0)3) 


, dont la premiére est une fonction 
transcendante entiére, contenant linéairement —/ constantes 
arbitraires Ay, A,, ...,A_p_1, et dont la seconde admet dans le 
parallélogramme des périodes le pdle unique mw. Les fonctions 


Wu) P(u), Wu) F(u, w) 


sont de premiére espéce, et, pour chacune, la somme des résidus 
est nulle dans le parallélogramme des périodes. 

Soit aun podle de W(w), d’ordre de multiplicité x, et soit, en 
posant w=a-e¢ et en désignant par By, B,, ..., By_, des con- 
stantes, par £(e) une série entiére en ¢, 


Bosses Bs 


Ba 
Wia@+e) == +1 41.2 Sot.. 1.2.:2(¢ —1) —— + Ze); 
& oA & € 
on aura 
DG =O ea) prt) es 
até = a) == OD) ea otal th ee (0) 
) oe ( Ee (&@ —T1) 
€ ex-1 
F(a+:,w~)=F(a)+ F(a) - +...4+ F-1(a) Soe 
I 1.2...(@ —1) 


ot F’(a), F"(a), ... désignent ce que deviennent 


OF(u,w) o02F(u, ») 


S) 2 
Ou Ou? 


quand on y remplace wu par a. 
Le résidu de la fonction V(w) ®(w), relatif au pdle a, sera done 


Bo ®(a) + Bi ®'(a) +...+ Ba P%-1(a), 


et, la somme de tous les résidus analogues devant étre nulle, on 
aura, en désignant par @, @2,..., dy les poles distincts de W (i), 
par a; le degré de multiplicité de a@;, une égalité de la forme 

i=v 
(6) [By (az) + BY) &'(az) +... + BY), B4-0 (a;)] = 0, 


emi | 
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qui équivaut en réalité 4 — h conditions, puisque cette égalité, 
devant avoir lieu quelles que soient les constantes Ay, Ay,..-,A_j_4 
qui figurent dans ®, se décompose en — h autres égalités. 

Appliquons le méme théoréme a la fonction W(w) F(u, w) en 
remarquant qu’elle admet, en dehors des pdles de W(w), le pdle 
uw de F(u, w) avec le résidu W(~@), et nous aurons 


w(w) + Si (BY) F (ai) + BY F'(a;) +...+ BY), F@-(a;)] =o, 


d’ou, en changeant wen wu, 


=) 


Wu) =— > [Be ECa,, 7)-— BOE (a7, u) 420.6 BY) , F@-) (a;, w)], 


een 


en sorte que la fonction W(w) est décomposée en éléments simples; 
OPF (u, w) 


on rappelle que F'?)(a;, w) désigne ce que devient ae 


quand 


onya remplacé u“ par aij, puis om par u. 


388. Cette forme de décomposition, obtenue par le méme pro- 
cédé que les formules des n® 358 et 367 relatives aux fonctions 
de premiére et de seconde espéce, n’est pas toutefois de la méme 
nature, car c’est le second élément de la fonction F(u, w), qui 
joue le réle de variable, et la fonction F(w,) n’est pas double- 
ment périodique de troisiéme espéce par rapport a cet élément, 
en sorte que la formule trouvée ne met pas en évidence la pério- 
dicité de la fonction W(w); c’est que, en effet, les constantes Bi, 
Bw, ... ne sont pas arbitraires, mais doivent vérifier les —h 
conditions contenues dans l’égalité (0). Sous le bénéfice de ces 
conditions, la périodicité apparait, comme le lecteur le recon- 
naitra sans difficulté, s’il veut bien se reporter au n° 385, ot nous 
avons donné l’expression (') de F(u,m-+ 2w;). On voit que, 
dans le cas ot h est négatif, si l’on se donne les pdéles a; de la 
fonction W(w), le nombre de constantes arbitraires qui figu- 
rent linéairement dans l’expression de cette fonction est encore 


(*) On n’oubliera pas que / doit étre changé en — h, puisque, dans le cas ot 
nous nous placons, / est négatif. 
T. et M. — III. 


(Sx) 
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h—+a,+ a,+...+ 4,3 c’est, dans tous les cas, le nombre de zéros 
contenus dans le parallélogramme, en comptant chaque zéro au- 
tant de fois qu'il y a d’unités dans son degré de multiplicité. 


V. — Autres expressions propres a représenter les fonctions 
doublement périodiques. 


389. Les fonctions doublement périodiques sont susceptibles 
d’étre mises sous d’autres formes particuliérement importantes, 
et qui mettent en évidence a la fois les zéros et les pdles. 

Dans ce qui suit, nous supposerons toujours chaque pdle ou 
chaque zéro répété autant de fois qu’il y a d’unités dans son ordre 
de multiplicité. 

Considérons @abord une fonction de premiére ou de seconde 
espéce; elle a dans le parallélogramme des périodes autant de péles 
que de zéros; désignons les premiers par @,, dz, ..-, dy, les se- 
conds par b,, bz, ..., by; Ja dérivée logarithmique de cette fonc- 
tion sera une fonction doublement périodique ordinaire, n’admet- 
tant que des poles simples,’ si @,,-a@_,...-, ay, dune part, 0;, 
bz, ..., by d’autre part, sont distincts, l'ensemble de ces points 
consutue l’ensemble des poles de la dérivée logarithmique; dans 
les autres cas, cet ensemble est constitué par ceux des points a, 
Ag, ..+, dy et ceux des points 6,, bo, ..., by qui sont distincts; le 
résidu correspondant a chacun d’eux est, dans tous les cas, ordre 
de multiplicité du zéro ou du pdle de la fonction primitive, affecté 
du signe — sil s’agit d’un pole; de sorte que l’on a, dans tous 
les cas, pour la dérivée logarithmique décomposée en éléments 
simples, expression 


G+ C(u— 6,)+...+¢(u— by)—f(u— a,) —...— f(u— a), 


ot. GC est une constante. La fonction qui admet cette expression 
pour dérivée logarithmique est 


o(u— bh) ¢(u— b,)... cS(u— by) 


elutC’ , 
o(U— @)T(uU— ay)... S(U— a) 


ott les zéros et les pdles sont bien mis en évidence. 
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390. Quand on remplace, dans la derniére expression, wu par 
U + 24, elle se reproduit multipliée par e2©.-2¢7, en désignant 
par d la différence entre la somme des zéros et la somme des 
poles. L’expression précédente représentera donc, en général, une 
fonction de seconde espéce dont les multiplicateurs 1 eb 23 se- 
ront donnés par les formules 


20W,— 2d, = logy, 20W3 — 2dn3 = logyps, 


dot Von tire inversement 
I I 
c = —. (41 logus — 93 logy), d = —. (4 log 4s — ws log 1). 
Ces relations ont été déja obtenues aux n° 364 et 369. 


391. Si Pon veut avoir affaire 4 une fonction doublement pé- 
riodique ordinaire, les quantités log z,, log u; doivent étre des 
multiples entiers de 277; en sorte qu’on doit avoir 


c=o0(modd. 21,243) et d=o(modd. 20;, 203); 


la derniére relation a déja été démontrée au n° 356. 
s hee i h 2a 
Comme le rapport de w, a w; n’est pas réel, la supposition 
d= 2n,w,+ 233 entraine les trois égalités 


logy3 = 2,7, logy, = —2N3 kt, C= 2(21H1 +7373), 


en sorte qu’une fonction doublement périodique ordinaire, dont. 
les poles a, a2,..., a et les zéros 0,, 62, ..., by vérifient la 
relation 


(6b; + ba+...+ by) —(A,+ a2 +...+ ay) = 2N, 0, + 272303, 


ott r,, m3 sont des nombres enters, aura pour expression gé- 
nérale 
o(u—b,)o(u—be)... o(u— by). 


oy 
o(uU — a@,)T(uU— ay)... S(uU—- ay)’ 


J(%) = A e(2nyq.+27239,)u 


A est une constante qui a été mise a la place de e®. 
Si les représentants (') des pdles et des zéros ont été, comme 


(*) On a vu (n° 359) quil n’était pas nécessaire de prendre les pdles ou les 
zéros dans un méme parallélogramme, pourvu que chaque pole ou chaque zéro 
soit représenté par un point congruent a@,, @,, .-., a, oud, b,, ..., ,. 


v 
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on peut toujours le faire, choisis de fagon que l’on ait 


Oy Oo See Oy == A Anew 1 Oy 
expression de la fonction doublement périodique sera 


FC ee eae sl) 


C(U—a,)F(U— ay)... ope) | 


puisque l’on aura alors n, =n; = 0. Cette formule met en évi- 
dence les zéros, les péles et la double. périodicité. 

Toute fonction rationnelle enticre de pu et de p/w est une fonc- 
tion doublement périodique ordinaire n’admettant que le pdle o, 
qui est nécessairement multiple; la somme des zéros d’une telle 
fonction est donc nécessairement congrue a 0 (modd. 20,, 203); 
ce résultat équivaut 4 une proposition due a Abel. On voit en 
outre qu’une telle fonction peut se mettre sous la forme 


A o(u — bi)c(u— ba)... 7 (u— by) 


Tuy 


(Cu SS) 


392. Il y a quelque intérét a retrouver ces divers résultats et, 
en outre, ceux de méme nature qui concernent les fonctions de 
troisiéme espéce, sans nous appuyer sur la décomposition en élé- 
ments simples. Le théoréme de Liouville y suffit. 

En désignant par @,, dz, ..., a les représentants des pdles 
d’une fonction de troisiéme espéce, et par by, bz, ..., bp les repré- 
sentants de ses zéros, on voit, en se plagant au point de vue du 
n° 85, que cette fonction doit étre de la forme 


o(u— b,)oc(u — bz) -+-F(U— do), 
O(U— a,)F(U— an)... S(uU— ay)’ 


Ww) = eg lu) 


cela résulte du théoréme de M. Weierstrass sur la décomposition 
en facteurs primaires, et de ce que les seuls poles et les seuls zéros 
de la fonction W(w) doivent étre respectivement congrus, mo- 
DULIS 245 2.605, Bi Apy Cnn Agee be Up ORME bo; g(u) doit 
étre une fonction entiére, transcendante ou non. 

Posons, comme nous l’ayons déja fait, 


(6, + b3+...+b9)—(a,+a,+...+a,)=d, o—v=h; 
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en remplacant, dans W(w), uw par w+ 2w,, et en tenant compte 
des formules XII,, on trouvera immédiatement 


W(u+ 20,4) 
W(u) 


ES U+20_)—8(W+RTI+24g(hUthwg—d) | 


Si done on veut que la fonction W(u) soit une fonction de troi- 
siéme espéce, avec les multiplicateurs e™«*%«, i] faut que l’on ait 


&(U + 2Wy) — g(U) + Arist 279(hu+ hwog—d)=Mgu+Ny+ 2NgTl, 


nz étant un entier qui ne peut dépendre de w a cause de la conti- 
nuilé évidente du premier membre. En prenant les dérivées se- 
condes par rapport aw, on en conclut 


2) (Ge 2g) =" 2) (Ww) 


la fonction entiére g"(w), étant doublement périodique, se ré- 
duit a une constante; g(w) est donc de la forme Au?+ Bu +-C, 
ou A, B, GC désignent des constantes, et l’on devra avoir 


(2AU + B)2Wy+ 4A2+-29,(hu+hwy—d) +hri =Myu+Ny+2nyzTl, 


et, par conséquent, 


Myg= 4AW,+ 2h, 
Na = 442 + 2BWg + 24g(hwg—d)+hri—angrt 


= WyMg + 2BwOg—2dny, + ATi —ANyTt, 


393. Il résulte de l’analyse précédente que toute fonction de 
troisiéme espéce qui admet les pdles a, a2, ..., a et les zéros 
b,, bs, ..., 6, peut étre mise sous la forme 

196 23 ? Q Pp 


o(u— 64) o(u— bg)...¢(u — bo) 
o(U— a) S(U—ad2)...57(U— Gy) 


_ ( uw) = eAuw?+Bu+€ 


et que, inversement, toute fonction de cette forme est une fonc- 
tion de premiére, de seconde ou de troisiéme espéce. 

Considérée comme de troisiéme espéce elle admet les multipli- 
cateurs e%«"*N«, les constantes My, Nz étant exprimées au moyen 
de A, B par les formules qui précédent. On en conclut immédia- 
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tement les relations 


M, + Mg + M3 = O, 


Ny -- Ne + N3 = My Wy + Mo We + M33 + Ant + 2h’ rt, 


ot hf’ est un nombre entier, relations qui sont conformes a celles 
obtenues au n° 376; on retrouve aussi aisément la relation 


M,W3 — M30, = Ant; 


puis, en éliminant B entre les expressions de N, et de Ns, on ob- 
tient, aprés quelques réductions immédiates, la congruence 
T 


- [w? M3 — W3My+ W1N3— W3Ny]—2hw2, (modd.2W1,2wWs). 
TL 


d 


ll 


Inversement, si cette relation et la relation Mj w; — M30,=Ane 
sont vérifiées, on pourra déterminer les constantes A, B en fonc- 
tion de My, Ng et lon obtiendra l’expression générale 


o(u— b,)¢(u—by)...¢(u— bp) 


e VEG+Bu+C 5 
o(U— &)c(U— aq)...5(U— a, ) 


dont on s’est donné les pdles, les zéros et les multiplicateurs 
nN. ests | 

Le cas des fonctions de deuxiéme et de premiére espéce est 
contenu dans ce qui précéde. Pour les fonctions de seconde es- 


péce, on a M, = 0, M3 = 0, et, par suite, 


Le=—0; iS Vp 
puis 


W,N3 — W3Ny 


d= 


I ; 
a = = (1 logyu3—wslogpui) (modd. 201, 203), 
v a 
en désignant par p, et 23 les multiplicateurs. Pour les fonctions 
de premiére espéce, ona 


(Te i) =) (modd. 201, 203). 


Kn résumé, l’analyse précédente montre, d’une part, qu’il 
existe des fonctions doublement périodiques de premiére, de se- 
conde et de troisiéme espéce, et elle donne, d’autre part, le type 
le plus général de chacune de ces fonctions. 
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394. Enfin, il est aisé de former encore, au moyen des fonc- 
tions ® de M. Hermite, |’expression la plus générale des fonctions 
de troisiéme espéce qui ont un nombre donné de zéros et de pdles. 
Chacune de ces fonctions, quand elle est (transcendante) entiére, 
se rapporte, comme on I’a vu, a l’entier positif h qui exprime le 
nombre de ses zéros; pour garder la trace de ce nombre, nous 
emploierons ici la notation ®,,)(w) qui représentera la fonction 


entiére la plus générale de troisiéme espéce avec les multiplica- 


hti 
aL anys) 


Lcurser.e © 

Considérons maintenant une fonction W(w) de troisiéme es- 
péce, admettant p zéros et y péles dans le parallélogramme des 
périodes. Nous pourrons former (n° 381) une fonction entiére 
(w+ C), qui admette pour zéros les y pdles de VW (uw). La 
fonction V(w)®,) (w+ C) n’admettra plus de pdles; elle sera de 
troisiéme espéce; elle admettra o zéros, les o zéros de W(w); elle 


sera donc de la forme 
eAu?+Bu Pio) ( fp D ) : 


la fonction W(w) sera donc de la forme 


Pip) (u ap yy 


Wu = eAw+Bu = 
ce) Py) (u + C) 


Inyersement, une telle expression est une fonction de troisi¢me 
espéce admettant vy pdles, 9 zéros et ayant relativement aux pé- 
riodes 2w,, 2; les multiplicateurs 


Ati Ti : 
4AO),U+4A0)7+2B0), bAW gu +4AW)2 + 2B0)3 ——— (+ 03) -— (9D — VC) 
< e oy o,! 
? ’ 


ou l’on a encore posé h=o—y. Ces mulliplicateurs peuvent 


étre identifiés avec eMt™:, eMe"+Ns, si Yon a 


Ant ‘ : 
LAW, = M, 4A3 — —— = M3, $407 + 2B, +27, T0=N, 
4 
hziws TL 


4AW2 + 2B 03 — (eD—vC)+ 2n37t=Nsz, 


wy 4 
en désignant par 7,, 7; des nombres entiers. On tire de la, en éli- 
minant A et B, 

M, 3 — M30, => I art 

N30, —N,W3 = M103 (W3 — 4) — ht 103 
—ni(oD —vC)+2rl(n3 w, — 213). 
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Si l’on se rappelle (n° 381) que o(w2— D), y(w2— C) sont res- 
pectivement congrus (modulis 2w,, 23) aux sommes des zéros 
des fonctions ®,)(u7+D), ®y)(w+ C), on voit que la quanuteé 
vC — oD est congrue a hw, + d, en désignant par d la différence 
entre la somme des zéros et la somme des pdles de W(w); la se- 
conde des égalités précédentes nous fournit donc encore une fois 


la congruence 


@1N3 —- 3N w? M3 — Ww} 
Se APARE TALE: 315d mas tainl Bal Some 57.) (modd. 20, 23). 
TL TL 


L= 


395. Le cas que nous venons d’examiner contient le cas des 
fonctions de seconde et de premiére espéce. Pour ces derniéres, en 
particulier, on trouve A =o, B=o, C=D, et l'on voit que la 
fonction doublement périodique ordinaire la plus générale, com- 


portant y zéros et y péles, peut étre mise sous la forme 


Hey Ao ®y(u+ GC) + A, ®i(u+ G)+...+ Ay. By) (u+ C) 
> ALGO) Ay Py (Lae Cy) ae tree, ea ee 
ot. C,-Ao, ..., Ay, Aj, ---, Av. sontdes constantes arbitraires, 


et By, ,, ..., ®,_, des fonctions parfaitement déterminées, dont 
la forme a été rappelée au n° 381; on doit toutefois remplacer la 
lettre / par la lettre y. 
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CHAPITRE IL. 


APPLICATIONS DE LA FORMULE DE DECOMPOSITION 
EN ELEMENTS SIMPLES. 


I. — Les fonctions ¢, ¢, p. 


396. Nous établirons dans ce Chapitre diverses conséquences 
trés importantes de la formule de décomposition des fonctions 
doublement périodiques en éléments simples, conséquences dont 
plusieurs ont déja été établies, mais qu’il convient de grouper 
maintenant autour d’une méme origine et dont la déduction ne 
supposera rien autre chose, en dehors de la définition des fonc- 
tions o, p, ¢, ... et des propriétés qui résultent immédiatement 
de cette définition, que les propositions générales établies dans 
le Chapitre précédent. 

Considérons d’abord la relation ( VII, ) 


o(u+a)c(u—a) 
o2uo7a 


= (DCE (DE, 


et désignons-en le premier membre par f(w); on reconnait immé- 
diatement que f(w) est une fonction doublement périodique a 
périodes 2,, 23, admettant, comme seul pdle dans le parallé- 
logramme des périodes, le point 0: ce péle est d’ailleurs double; 
f (uw) doit donc étre de la forme C+ C(Vu=C—C’pu ot C 


. Pas ¥ i 
et C’ sont des constantes; C’ est le coefficient de la dérivée de * 


dans le développement de f(w), mis sous la forme C’/D - + @(u); 
dans ce développement, on n’a pas fait figurer de terme en u™', 
parce que le péle o est double. On peut dire encore que C et — C’ 
sont le terme indépendant de wu et le coefficient de w~* dans le dé- 
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veloppement de f(w) suivant les puissances ascendantes de w; on 
obtient ce développement en multipliant le numérateur de f(w), 


u? ur, 
(ca+us'a+ — oa +...) (—sa+us'a— Co'a+...), 
2 


expression qui, ordonnée suivant les puissances de w, donne 


Pat(c?a—cac'a)u?+..., 


par le développement de ; or, en s’appuyant seulement 


O24 52U 
sur la formule (IV, ) et les définitions (IV;), on trouve 
I 1 82 


Sat en... 
o2u u2 120 


le coefficient de =, et le terme indépendant dans le développe- 


ment de f(w) sont donc respectivement —1 et 


o2a—cac'a d oa 
=a = — Ce 
oa da ca °°? 
onaainsi — C/= —1,C = pa; cette derniére valeur, aprés avoir 


obtenu C’=1, pouvait s’obtenir en remarquant que C — C’/pu 
doit s’annuler pour w—=a, de méme que f(w). Finalement, la for- 
mule (VII,) est démontrée a nouveau. 

Observons d’ailleurs que le premier membre de cette formule 
apparuient au type du n° 391, ov les zéros et les péles sont mis en 
évidence; la somme des affixes + a, — a des deux zéros est bien 
égale a la somme de l’affixe du pdle double o. 

Rappelons encore que, de cette formule (VII,), on tire immé- 
diatement les formules d’addition ( VII; ) 


li JOA eS 0) 2 
Sua) —t(u)e tas > Se, 
i UE S230) 


ead 
poe = Se ae a ES 
p(u+a)—pu 2» du pu—pa’ 


dans chacune desquelles le premier membre n’est autre chose que 
le second décomposé en éléments simples; nous reviendrons sur 
ces formules dans un Chapitre suivant. 
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397. Etablissons maintenant Péquation différentielle (VH,). 
Nous obseryerons pour cela que toute puissance entiére de pu est 
une fonction doublement périodique admettant le seul pédle zéro, 
qui est d’ailleurs multiple d’un ordre double de l’exposant de la 
puissance; le résidu de ce pole est nul; par exemple o est un péle 
sextuple pour p*w, et lon doit avoir 


je) = C+A,Cu+A,0’u +e eet NGGUUL 


en désignant par A,, Az, ..., As les coefficients qui apparaissent 
dans le développement de p?wu mis sous la forme 


I < 
peu = A,D — + A,D? ait, | + As D5 aes Q(w); 
u u u 
quant a la constante CG, elle est ici manifestement égale au terme 


indépendant de uw dans ce méme développement; en utilisant seu- 
lement la formule (IV;) 


écrite en tenant compte des définitions (IV;), on calcule aisément 
la partie fractionnaire et le terme indépendant de wu dans le déve- 
loppement de p? wz; on trouve ainsi 

1 382 1 &3 83 Sept _ 1 pst 


3u = 1 — - +... OO > wz 
P HS" “XO 2 ie 16 20 OO u 


et application de la régle précédente donne 


a. 32 I 
3 82 

peu = 2 + —2- pu + — plu. 
10 20 120 


En appliquant exactement la méme méthode a la fonction double- 
ment périodique p’? wz, dont le seul pdle est encore o, et pour la- 
quelle ce péle est encore sextuple, on obtient 


3 23 


2G 2 q IV 
pru=— erent eer ty a u. 


5 
En éliminant p'’w entre les deux derniéres équations, on trouve 


ptu—4peu—sepu— g3. 
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398. Les formules fondamentales relatives 4 la division par n 
de une des périodes se présentent comme d’elles-mémes. 


i , 
a? wos) dans le 


Si, par exemple, on considére la fonction p(u 


parallélogramme relatif aux périodes 2w,, 23, on reconnait de 
suite que c’est une fonction doublement périodique dont les péles, 


, Wy GQ 
tous doubles, sont donnés par la formule u= ar = our prend 


les valeurs 0,1, 2, ..., ~—13; d’ailleurs ona 


3) ® 
p(or an), oa) =p (A 


en sorte que la formule de décomposition en éléments simples 


as W = Se 
Neat J — ese 
n é h2 


nous donne, en désignant par C une constante, 


WwW 0) 
p(w a vs) =pu+ Sp (ur =) SEO (GF =O, Soa) 
(7) 


d’ailleurs, si l’on fait tendre wu vers zéro, on reconnait de suite, 
sur les développements en série, que la différence du premier 
membre et de pw tend vers zéro; il en résulte 


o=— Sp (ar), 
ir) 


et l’on retombe ainsi, aprés avoir changé wu en — uw, sur la formule 
(XXI,), dou lon pourrait déduire par intégration les formules 
analogues (XXI;) et (XXI,), qui concernent les fonctions ¢ et ¢. 


399. De ces formules et de celles qui en résultent lorsqu’on y 
transpose les périodes 2w,, 23, on peut déduire des formules de 
multiplication pour les fonctions o, ¢, p. Il suffit de répéter ce que 
Yon a dit au n° 347 pour établir les formules de multiplication re- 
latives aux fonctions sn, cn, dn. 

Mais on parvient aux mémes formules en décomposant la fonc- 
tion p(nu) en éléments simples. 

Pour simplifier l’écriture, nous poserons 


2.4 + 2VW3 
OD ae geo ee A= DY p(auy); B = Si o(apy)- 
(4, V) (U., Y) 
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En appliquant la formule du n° 338, on a 


n? p(n) = SM p(w—ayy)—A 


(U,V) 


En intégrant, puis passant des fonctions ¢ aux fonctions ¢, on ob- 
tient ensuite les relations 


ne(nu) = 3 C(u — ayy) + Au+B, 
(U, ¥) 


T ; . B (‘) Bev 
© (nu) =(—1P=168 3 zehe, cu] | AOD 


cGy v) 
(U,V) 


Dans toutes ces relations les sommes sont étendues A toutes les 
combinaisons u, v des entiers 0,1, 2,..., m—1}; le produit est 
étendu a ces mémes combinaisons, la combinaison p= 0, y= 0, 
exceptée. 

La derniére relation s’obtient d’ailleurs aussi en répétant, sur 
la fonction ¢(nu), les raisonnements que lon a faits au n° 134 


sur la fonction 3(u = wa) 3 elle résulte au fond d’un groupe- 


ment convenable des facteurs de la fonction o(nu) décomposée 

en ses facteurs primaires et de l’application de la formule (V,). 
Si, dans la derniére relation, on remplace wu par u + 2W, et si 

l'on fait usage des formules (XII, ), on voit que les expressions 


2Awgu + 2Aw2 + 2Bwg— 2h y ayy 


(Ue, V) 


doivent étre, quel que soit w, de la forme 2m,7i, ol mg désigne 
un nombre entier; on a d’ailleurs 


B= —1 V=72=— 1 


2. SI 2V03 

pees / : 

ayy = 1 - +n — = n(n —1)Ws2; 
aH nr nr 


(U.,¥) .=1 Necaeel) 


on voit donc, d’une part, que A est nul, et, d’autre part, que 
Pona 


Bwy + 2(2—1) O2qg = Matt. 


3, on trouve 


Silon écrit cette égalité pour a= 1 el pour 4 = 
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. . . TL 
successivement, en faisant usage de la relation 4, ®3— 43 @,—= aD 


les relations 
27230, — 272403 = = n(m—1) M2, 


B= = (2371 — 27493) = = C(2m3w,— 2703 ) 


= — C[n(n —1)02] = —2r(nr—1!)%. 
On a donc finalement établi les formules de multiplication 


O &(u— ayy) 
SS SY 


I 
( (i) o(nu) = (—1)—-!1 e—uln—I hat ou f | 


o( Ay, 
(U,V) aay 
(1G) (2) no(nu) = Y C(u—ay,y) — n(n —1) 2, 
(U., Y) 
C3) Tee Coun) = SY plu ayy); 

\ (p, Y) 
et ’on a aussi démontré les relations 
(1G, ) > 6 (Au) = —n(n—1) 12, ¥) playv) = 05 


(U,V) (U, ) 


dans toutes ces formules, les sommes sont étendues a toutes les 
combinaisons des indices p., y choisis parmi les entiers 0, 1, 2,..-, 


n —1; pour le produit, lacombinaison p = 0, y= 0 est exceptée. 


400. Si lon décompose en éléments simples lexpression 


ay. eX 


v 
a= a a a ey Vora Va 


O(U— a) o(U— ae)...c(uU—ay) 


k=4 Rt 


qui, comme on l’a yu au n° 391, représente une fonction double- 
ment périodique ordinaire quelconque de w, on obtient des iden- 
lités intéressantes. Ainsi, puisque la somme des résidus de f(w) 
est nulle, on doit avoir 


v 
we T( an— 61) F(ap— bz)...0(ap— by) 
ie > (ap—a 


= t)+ oF (Ak— Ap) F(Ap— Api)... 7(a,— ay) 


Pour vy = 3, cette relation est identique a la relation (VIL,). 
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II. — Les fonctions £, sn, cn, dn. 


401. Les fonctions 


oa e-Mul! (U + Wy) 
Exo(u) = = = 
cu TWyTU 
oBU TWy o(u+w 
EBy(w) — 8 a tg ehy—nglu By) 
Syb wR o(U+ wy) 


sont des fonctions doublement périodiques de seconde espéce, a 
multiplicateurs + 1 et —1; les derniers membres apparliennent 
au type Ao(w) du n° 366. 

Les carrés des fonctions £ sont des fonctions doublement pério- 
diques de premiere espéce ; observons que les formules (LXIII, 354) 
ne sont autres que des formules de décomposition en éléments 
simples. Il en est de méme des formules (LXIU;\,) relatives aux 


fonctions Ego (u ) Evel )esoy (ee) Fag (i). 


402. La théorie de la décomposition en éléments simples des 
fonctions de seconde espéce conduirait sans difficulté aux équa- 
tions différentielles que vérifient les fonctions §; par exemple, en 
observant que la fonction Eao(t) Evo (u) admet les mémes multiphi- 
cateurs que la fonction &,)(w), qui, n’ayant pas d’autre pole que 
zéro dans le parallélogramme des périodes, peut jouer le rdle d’é- 
lément simple, et que cette méme fonction &go(w) &yo(w) admet, 
comme pole unique, le pole double w= o0, on voit qu’on peut 
écrire 
£80(w) Eyo(w) = Abao(u) + Bee); 


A et B étant des constantes : or, en se rappelant seulement que le 

développement de E49 (w), suivant les puissances ascendantes de uw, 
I : : . 

commence par un tennve xen = el ne contient pas de terme indé- 


pendant de w, on voit de suite, si l’on égale dans les deux mem- 
bres les coefficients des puissances négatives de w, qu’on doit avoir 
A =o, B= —r: on retrouve done ainsi la formule (LXI, ) 


Exo(&) = — &Bo(u) Syo( we), 


48 CALCUL INTEGRAL. 


d’ou l'on déduit immédiatement V’équation différentielle (LXII,) 
E2 (uw) =[ea— ep + £2 (u Lea— ey+ &%0()]. 


403. Supposons n impair. Dans le parallélogramme des pé- 


A 5 ; lw) 
riodes de la fonction p(w |,, 3), les fonctions fo (wu ee 7 ws) 


E ay (w 


avec les mémes multiplicateurs + 1 que les fonctions Sy) 
Egy (uw). Leurs pdles et leurs zéros se mettent immédiatement en 
évidence, d’ot' l’on conclura sans peine leurs expressions sous 
forme de produits rentrant dans le type du n° 389; on retrouve 
ainsi les formules, relatives aux fonctions &, que l’on obtiendrait 


) epee 
=> vs) sont doublement périodiques de seconde espéce, 


par la division membre a membre de celles, relatives aux fonc- 
tions o, qui figurent au Tableau (X XVI). 

La décomposition en éléments simples permet d’obtenir, sous 
forme de sommes, les expressions des fonctions 


‘4 1 il 

z we z ey £ 2 : 
u > W u | >: i So 
Som ( 7 2); Sao ( } 7 s) ? Spy ( | n ? :) ) 


on trouve ainsi, en particulier et en conservant les mémes nota- 


tions qu’au n° 129, 


w \ V6, = @5 Wreweaie: 27rw 
E03 (w —- vs) = 3 Ve : s (—1)" Eos (u+ ‘), 
ue Ei — Es / Bp — By a n 


0) —, rw 
bia ( ai : (—1)" ba (ue 2284), 
Ht VE, — Es fe 


(7) 


(7) 


(7 = 10) 71, -++) Tn—-1)- 


Les formules (LXXXVII,-,) et (LXXXIX,_,) se déduisent de 
celles qui précédent par le passage des fonctions € aux fonctions 
si, (On, an. 


404. Les combinaisons que l’on peut former en multipliant une 
fonction € de l’argument u par une fonction § de l’argument u-- a 
sont des fonctions doublement périodiques de premiére ou de se- 
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conde espéce; on parvient a des formules intéressantes (') en les 
décomposant en éléments simples. 

Considérons, par exemple, la fonction €49(w) &4)(w-+ a); elle est 
de premiére espéce, du second ordre; ses poles, quisont simples, 
sont o, — a et les points congruents; le résidu relatif au premier 
pole est &,9(@); on en conclut de suite 


Exo (U) Exo(U + @) = Eyo(a)[Cu—C(u+a)+ Al. 


A est une constante que l’on trouve égale a (a en écrivant que le 
second membre est nul pour vu = wy. 

Nous récrivons ci-dessous la formule ainsi complétée, et d’autres 
quis’en déduisent, en ajoutant wy ou wg au ou aa. Ces formules, 
et celles qu’on en déduirait en échangeant les lettres w et a, don- 
nent les décompositions cherchées de celles des combinaisons que 
lon considére qui sont de premiere espéce, 


Eox(@) Exo(u) Eao(w+a)= Cu —C(u+a)+{ya, 
(€x— 8) (Ca— ey) Sou(@) Fox(U) Fon(u+ a) = CoU—Cy(u+a) + Cua, 
(Gi) ¢ (€8 — ea) Eoa(@) &y8(u) &ya(u+- a) =Cgu—lCa(u+a)+Cga, 


Exo (@) Exo (%) Eox(U+ a) = Cu —Cy(u+a)+ Ca, 


Egy (@) Exo (wu) Eyg(u+a) = Cu —Cg(u+a)+lya. 


En tenant compte des relations (LXIII;-.) on voit que la pre- 
miére et la troisiéme des relations précédentes peuvent s’écrire 


Cu—C(u+a)+ Ca = bou() Exo (Ut) Exo (U + a) + £80(@) Eya(@), 


Cyu — Cy (u+ a) + Cyd = (€x— €8) £08 (4) [Eya(&) Eya(u + a) — Ey0(a)]. 


Sans nous arréter a multiplier les relations de cette nature, 


rappelons que Cu — ¢(uw+a)+ Ca n'est autre chose (VII;) que 


Ipu—p'a 

2 pu—pa 
vers o dans les formules précédentes, on retombe sur les formules 
de décomposition en éléments simples (LXIII,, 5, ,) des fonctions 


Geet) ea 2h), G3, (uz). 


405. En consultant le Tableau (XII,), on apergoit que le mul- 
tiplicateur u, de la combinaison E(w)§(w+a), ot chacune des 


- Enfin, on voit aisément que, en faisant tendre a 


(1) Voir le Cours de M. Hermite, XXIV° Legon. 
T. et M. — III. 4 


v 
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deux fonctions & est affectée d’indices quelconques égaux ou iné- 
eaux, est égal au produit d’autant de facteurs égaux a (—1) quil 
y a, parmi les indices des deux fonctions §, de nombres 0 et «. 
Il en résulte que si p,q, 7, s sont pris parmi les nombres 0, 1, 
2,3, p et g dune part, ret s de l’autre, étant nécessairement 
inégaux, les expressions §p9(w) &s(w+ a) sont des fonctions 
doublement périodiques de premiére espéce ou de seconde es- 
péce avec les multiplicateurs +1 et —1. Celles de ces fonctions 
qui sont de seconde espéce sont celles pour lesquelles les deux 
systémes (p, 7), (7, 5) admettent un élément commun et un seul. 

Considérons, par exemple, la fonction §,4(uw) §pr(u+ @) ot 
les nombres g et 7 sont différents entre eux et différents de p, 
et désignons par s celui des nombres 0, 1, 2, 3 qui n’est ni p, 
nig, ni. Cette fonction et celles qui s’en déduisent, soit en rem- 
placant p par s, soit en échangeant deux des nombres p et g ou p 
et r, ont les mémes multiplicateurs; ces multiplicateurs sont d’ail- 
leurs aussi ceux des fonctions &),(w) et §ps(u). D’ailleurs la fonc- 
tion Epg(u) Epr(u+ a) n'a que deux pdles, simples tous deux, dans 
le parallélogramme des périodes; elle s’exprimera donc en fonc- 
tion linéaire de deux des expressions 


Ens(U+ U4), Ens(U+ Ud), Egr(U+u}), Egr(u+ uy), 


les constanles U,, U2, u,, w, étant fixées de facon que les deux 
expressions choisies aient leurs pdles congrus a ceux de la fonc- 
tion Cpa) Epr(u +a). La méme chose s’applique aux fonctions 
qui se déduisent de Ja fonction En¢(w) Epr(u + a), en remplacant 
p pars ou en échangeant deux des nombres p el g ou pet r. 

Dans chaque cas, les coefficients des fonctions linéaires s’ob- 
tiennent Lrés aisément en donnant successivement a uw des valeurs 
qui annulent chacun des termes. 

On doit avoir, par exemple, 


Eay(U) Eby (wu + a) = Aboy(u) + Bkoy(u+a), 


et l'on déterminera les coefficients A, B en supposant successive- 
ment U= 0, w= —a. On trouve ainsi une série de formules, 
parmi lesquelles nous n’en transcrirons que trois, parce que les 
autres, quand on passe (LIX,) des fonctions § aux fonctions ¢, ne 
fournissent pas de relations distinctes de celles qu’on déduit de la 


ra 
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méme facon des trois seules formules que nous conservons, savoir : 


E ao (tt) E60 (ue +a)= E80 (a) Evo (w) — Exo (@) Exo (u-+ a), 
(€8— ea) Goa (%) Eya(& + a) = £80(@) EG q,(w) — Exo(@) EBa(u + @), 
(€a— eg) Eya(w) Eye (u + @) = (€x— ey) EBy (a) EBer ( u) 
+ (€y— €8) bay (2) bug (we + a). 


(C2) 


De ces formules et de celles qui s’en déduisent par le change- 
ment de wena, il serait bien aisé de déduire les formules d’ad- 
dition des fonctions ; enfin on reconnaitrait mieux leur nature 
et, en paruculier, leur genre de dissymétrie en les récrivant aprés 
avoir remplacé wu par b et u +a par —c, a, b, c étant alors sup- 
posés reliés par la relation symétrique a + b +c = 0; mais nous 
laissons au lecteur le soin de développer ces matiéres. 


406. Les notations relatives aux fonctions § permettent de con- 
denser beaucoup les formules. Lorsque l’on veut passer de ces 
formules aux fonctions sn, cn, dn, il est nécessaire de particula- 
riser les valeurs des indices «, 8, y, en sorte qu’une formule ou 
ne figure qu’un seul de ces trois indices conduit a trois formules 
relatives aux fonctions sn, en, dn; une formule ow figurent deux 
ou trois indices @, 8, y fournit six formules qui, a la vérité, peu- 
venl n’étre pas distinctes. Nous n’écrirons ici que quelques-unes 
des formules relatives aux fonctions de Jacobi; le lecteur obtien- 
dra les autres, soit par le méme procédé, soit en ajoutant a l’ar- 
gument les quanttés K, 7K’, K + 7K’. 

Tout d’abord la relation (LXII;) donne, pour « = 3 et en rem- 


u 
plagant u par nye 
Vei— e3 


(€1— @3) (€2— e3) E83 ee ee a 
aoe st) = 


ou, en tenant compte des formules (LXVII,), (LXXVHI,) et 
(XXXVI), 

9 9 es if tee [fe ~s "1 ea 

k2sn?u = 5 "ear Z'(u). 


On en déduit, pour u=o0, 


+k 
(CII, HAG =e = Mieke 
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( CII, ) k2 sn2u = Z'(0) — Z'(u). 


Comme on a cn?u=1— sn?u, dn?u=1— fk? sn?u, on en con- 
clut les formules 
k2 cn2u = k?— Z'(0) + Z'(u), 


(CIT) 
dn2u =i1—Z'(0) + Z'(u). 


Si dans ces formules on ajoute K, 7K’, K + ¢K’al’argument wu, 
on obtent des formules analogues concernant les inverses des 
fonctions sn?u, cn?w, dn?u et leurs rapports muluels; toutes ces 
formules sont, au fond, contenues dans les formules (LXIHI). 

De la méme facon, on déduira des relations (XCVII), en y sup- 
posant «# = 3, celles-ci: 


Z(u)+ Z(a)—Z(u+a)=k? snasnusn(u+ a) 
(CI,) _ k%sn 


sn a@ 
dna [en@— cow en(u-+ a) |= ae —dnudn(u+ a)]; 


puis, des formules (Cz), les suivantes : 


snacnudn(u+a)=dnasn(u+a)—cnasnu, 
(CI,) cnacnudn(u+a)=dnadnucn(u+a)+ k? snasnu, 
2 


dnacnusn(u+a)=snadn(u+a)+snucn(u+a), 


A? cnacnucn(u+a)=dnadnudn(u+a)—k?, 


auxquelles il convient d’adjoindre, outre les formules qui résultent 
du groupe précédent quand on néglige le premier membre, celles 
qu’on en déduit en échangeant les lettres w et a, et en rempla- 
cant successivement u par u—a ela par — a. 


III. — Développement de pw en série entiére. — Expression des 
dérivées de pu et de p(w —a) au moyen des puissances de pu. 
— Expression linéaire des puissances de pu au moyen des 
dérivées de pw. 


A407. L’équation différentielle obtenue pour la fonction pu 
conduit a des conséquences importantes relatives au développe- 
ment en série de cette fonction et a Vintégration de ses puissances 
enticres. 
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Rappelons tout d’abord que l’équation différentielle (VII,) per- 
met (n° 101) d’établir la formule récurrente 


r—2 
(r=3)(ar+1)en=3 Desens (r=4), 
P=} 
qui, jointe aux expressions déja connues (IX3) de cz et de cs, four- 
nit autant de termes que |’on veut dans le développement de pu 


re 


I 
Uhr: se s Cray Ur”, 


Cat 


_ On reconnait immédiatement que la série qui représente pu est 
convergente, sauf au point 0, pour tous les points intérieurs au 
cercle décrit du point o comme centre, avec un rayon égal au plus 
petit des nombres 2|w,|. Grace a la périodicité et 4 emploi du 
théoreme d’addition, on peut toujours ramener le calcul de pu 
au cas ou le point w est intérieur a ce cercle. 

Du développement de pw on déduit immédiatement celui de 


Cu=—fpudu 


qui converge dans les mémes conditions, et celui de la fonction 
transcendante enticre 


Cu = eltudu =r f Cudu+ > [ftudu]?-+...; 


+2 


les premiers termes des développements de pw, Gu, ¢u figureront 
dans le Tableau de formules. 


408. On voit d’ailleurs, sans aucun calcul, sur la formule ré- 
currente jointe aux expressions de ¢, et c;, que chacune des ex- 
pressions ¢,4, est un polynome enter en 22, g3 a coefficients 
numériques rationnels. Parfois, on désire mettre en évidence la 
forme seule de l’un ou l’autre de ces polynomes ¢,,, sans s’occu- 
per de la valeur numérique de ses coefficients; on y parvient fa- 
cilement en faisant usage de la formule d’homogénéité (II; ). 

Si l’on désigne par } un nombre quelconque et par C,4, ce 
que devient ¢c,,, quand on remplace w,, ws; par w,, AwW3, On volt 
immédiatement en appliquant cetle formule que l’on a la relation 


Cpa = A 54. 
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D’autre part, si l’on désigne le polynome enuier en go, £3, qui 
représente C,,, par 
Cr4+1 = » Aas,0s Berga 


(Oa, %3) 


oll &, % sont des entiers positifs ou nuls, ot Ay,,q, est un nombre 
rationnel et ot! la somme est étendue a un nombre fini de combi- 
naisons des entiers &, %3, on a manifestement 


A ee ae 
Cri = Oa, Xs Vio, Lbs 


(%2, %g) 


fl suffit de comparer ces deux résultats pour voir que les nombres 
entiers positifs ou nuls %», %3 qui correspondent au nombre entier 
déterminé, positif ou nul, 7 vérifient nécessairement la relation 


2%,+343;=Pr+t. 


En tenant compte de cette relation, on voit immédiatement 
quelle est la forme du polynome en g2, g3 Hee Ss pay 
Ainsi le coefficient c,. de w2? estde laforme Agi+By} 93+Cgs, 
ot A, B, C sont des nombres rationnels, puisque la relation 
2% + 343; —=12 n’est vérifiée que pour les trois couples d’entiers 
positifs ou nuls'a, == 0, &3 == 43.05 1g Oe 

Il va sans dire que ces résultats pourraient se déduire sans 
peine, par induction, de la formule récurrente elle-méme. 


409. Au développement de ow, il convient de joindre celui des 
fonctions ¢,u, ou, plus généralement, de Ja fonction transcen- 
dante entiére de w, 


o(Uu + Uy) ur 


Sf (U, Uo) = e450 a = Aj Ay we Lb An Hee, 
A ] 


ul se réduit a o,W pour Uy = W,; la relation 
gl p 0 a) 


: Of(U, Uo) Af (U, Uo) | __ 
J(u, Uo) | Ou iG ‘| Se 


dont la déduction est immédiate, fournit la formule récurrente 


OAn—1 


Sle OU 


— (n —1) An—2 PU, 
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qui permet d’obtenir autant de termes que l’on veut, dés que l’on 
ales deux premiers, qui s’obtiennent directement: on trouve ainsi 


82 


Ayp=1, Ay=o0, As=—puy, As=—p'U, Ay = — 3p? Uo = 


> ee eg 
ilne reste plus qu’a faire w)= w, pour avoir le développement 
cherché, dont on trouvera les premiers termes dans le Ta- 


bleau (XCIII). 


4A). En effectuant la division de la série qui représente f (2, to) 
par la série qui représente ¢u, on obtient le développement de la 
fonction (uw, Uy) du n° 374, sous la forme 
u es 


ao 
ob (u, to) = 7 Oise 8 yi em Or te ahedats 


développement qui est valable dans les mémes conditions que ce- 
lui qui représente pw; d’ailleurs l’équation différentielle linéaire 
(n° 374) que vérifie (wu, vw) fournit, pour les coefficients «, dont 
Vindice est supérieur a 3, la formule de récurrence 


1 an 24n pu An—2 ee An 
SS 2Co 
n(n—3)! mi Wie)! (~—4)! 
‘ - On—6 ‘ nap 
Win =o “(n—o2r)! 


ot les c, sont les coefficients du développement de pw; l’indice + 


2 s 1 . . 5 
ne doit pas dépasser la valeur 53 Sl nm est pair, (n— ar)! doit, 


Vt nN ’ 
pour r= -—, étre remplacé par 1. On trouvera dans le Tableau 


(XCIV) les expressions des premiers coefficients. 


411. Le raisonnement que nous avons fait pour p?w dans le 
n° 397 montre en général que p” u, oun désigne un enter positif, 
est une fonction linéaire de pu et de ses dérivées, jusqu’a la 
(2n — 2)®™°; on a plusieurs maniéres pour calculer ces fonctions 
linéaires, de proche en proche. 

Tout d’abord, maintenant qu’on est en possession du dévelop- 
pement de pu, avec autant de termes qu’on veut, on peut apphi- 
quer exactement la méthode que nous avons suivie pour p*u. 
c’est-a-dire la formule de décomposition en éléments simples. 
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On peut encore utiliser cette remarque déja faite au n° 101; les 
dérivées d’ordre pair de pu sont des polynomes en pw. Inverse- 
ment l’expression de ces dérivées permel, comme on le verra tout 
a Vheure, d’obtenir, par la résolution d’équations du premier de- 
eré, les expressions linéaires des puissances de pu au moyen de 
pu et de ses dérivées d’ordre pair. Il y a done quelque intérét a 
pouvoir pousser un peu loin le calcul de ces derniéres; voici com- 
ment on peut procéder. 

Silon pose pour abréger y= pu, on reconnait aisément par 
induction (n° 101) que la dérivée 2ni*™* de pu, que nous repré- 
senterons par P,,, est un polynome en y de degré n-+1; dési- 


/ 


gnons par P),, P), les dérivées premiére et seconde de ce polynome, 


prises par rapport a y. On aura 


2 2 2 
ey OL Gat = Pa (ZL) + Pe Fs 


mais on a, d’une part, 


@? 12 AN 2 nu 


= = Pry 
3 5 1 
du2 du2n+2 : 


et, d’autre part, a cause des équations (VII,_,; ), 


2 
(Z) Py ee ea es. 


on aura donc, en remplacant, 


Paty ey Ca Ss =) Pr: 


cette relation, jointe a celle-ci 


permet évidemment de calculer de proche en proche les poly- 
nomes P,,; on trouvera dans le Tableau (XCVII) les expressions 
de P, pour les premiéres valeurs de n. 


412. Quand on veut pousser les caleuls un peu loin, il est com- 
mode de les fractionner davantage et de calculer séparément les 
coefficients de chaque polynome. 


/ 
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Il suffit d’observer ceux des polynomes qu’on a calculés pour 
prévoir que P,, doit étre de la forme 


Ee = >3. A eee or ENA GREE DENSE 


ou les coefficients AY?,, sont purement numériques et ol a, 43 
sont des entiers positifs ou nuls qui satisfont a la condition 


il sera commode tout a Vheure d’admettre que les indices a2, %5 
peuvent prendre d’autres valeurs que celles-la, mais que, alors, les 
coefficients Ay” ,, sont nuls. 

Le fait que le polynome P,, est ainsi constitué résulterait d’ail- 
leurs aisément des propriétés Whomogénéité de la fonction 
P(u; 82, 83); il nous suffit ici de le regarder comme un résultat 
d’induction : car la substitution de la valeur précédente de Pp, 
dans le second membre de la relation de récurrence, montre bien 
que la loi se conserve pour P,,,, et que dans ce polynome le coef- 
ficient de 


Xs ot +2—20,—3 
big Saye A,—3&, 


est le nombre A¥’*j’ en posant 
so, 3 


Ayo) =(2n-- 3 — 4das-— 6a; )\(2n + 3— 4o,— 6a_) AQ), 


(23-3 — 2%,— 3a3)(n + 4—2042— 305) AM) 5 


n+ 3—24,— 345 


: (22-5 — 4¢,— 6a,) AVS 4.5 
dans cette formule a, et «3 doivent étre deux entiers positifs ou 
nuls qui vérifient la condition 24) + 34; 2n + 2, et ceux des coef- 
ficients d’indice supérieur égal 4 n, pour lequel l'un des indices 
inférieurs est négatif, ou pour lequel la somme de deux fois le pre- 
mier et de trois fois le second dépasse n-+-1 doivent étre regardés 
comme nuls. La relation précédente permet évidemment de cal- 
culer les coefficients du polynome P,,,, quand on connait ceux du 
polynome P,,; elle permet méme de calculer autant des coeffi- 
cients que l’on voudra de P, en laissant n indéterminé; ainsi elle 


donne 
Alt) = (on a-12,)\(2rt 3.) AM, 
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et comme l’on a Aj!) = 3!, on en déduit de suite 
AY, =(2n-y!; 


on trouve aussi, pour 7 plus grand que 1, 2,3, 4, respectivement 


AY nee aay Am) evan al 
(2n+1)! 20 (2n+1)! 28 
eo eos) A 8 (Se IL 80 p 
(2an+1)!) 95,3 .52 ; @n=1)! © 2.5.9. 01 


413. Ayant ainsi formé les expressions de P,, Ps, P3, ..., il 
suffira de résoudre les équations ainsi obtenues par rapport a y?, 
y*, yv', «+» pour avoir les expressions de ces puissances de pu en 
fonction linéaire de v et de P,, Pz, Ps, c’est-a-dire de pu et de 
ses dérivées d’ordre pair; on obtient ainsi 


u oe) 
2 a P 1 52 
fe ate Ti ga SH 
Iv 
u 322 83 
piu =F + <3) pu+ %, 
! 2.5 
OME 5 pu o's 5 
bua! + 2 w+ on 
P He Phe 0 P ny Sa 


OCC TeX nce mek eC eC eC lint Pee CL et a Ce a WOUCC ere CCer urs war nc uct: CS 


Sur ces formules, on lit immédiatement les valeurs des inté- 
grales des puissances de pw. On trouvera dans le Tableau (CXT) 
ces valeurs pour les premiéres puissances de pu. 


414, Mais, quand l’exposant de la puissance de pw est un peu 
élevé, il vaut mieux calculer les expressions directement, sans 
passer par la résolution des équations du premier degré. 

On y parvient facilement en formant la dérivée seconde de p” w 
par rapport a w; cetle dérivée est 


n(n—i)p??up®u+np"—lup"u 


=n(n—=1)y? (hy — Bry — Bs) + nyt (6y2— *) 


2 
n(an—t 
=2n(2n+1) yr — sent bry? — n(n—1) 83y"?; 
ona donc 
1 d*(y”) 2n—I n—t 
r+1 — ; \ pro yal 4 oan —2 
y an(an+t) du® —" g(an+1)° a(an+ie* 
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et il est clair que cette formule permettra d’obtenir Vexpression 
linéaire de y”+! au moyen de y et de ses dérivées, si l’on con- 
nait de pareilles expressions pour y”~?, y?~!, y”, 

Le calcul se fera simplement en supposant 


yr = BY) I A222 uy ae Be) I Pnr-2r—2 ny 
(Os a0 OE oe Sea " (an—2r—r1)! dutm—tr-2 * 
1 @pu 
+BY, Temp + BY, pu+ BY, 


les coefficients BY” étant des polynomes en go, g3. En substituant 
dans le second membre de |’équation précédente, on obtient la 


relation 
Bs ee) 
2n(2n-+1) : 
a at 
ae as Bi251) bytes (22) o. 
i(an-+1) "* © oon Eres 


Dans cette formule on peut donner a7 Jes valeurs 0,1, 2,...,2-+1, 


dans lesquels |’indice in- 


si l'on conyient que les coefficients BY 


férieur est négatif ou est plus grand que l’indice supérieur, doivent 
étre regardés comme nuls. Elle permet d’obtenir autant de termes 
BY que l’on veut. BY” est égal 41, BY” a 0, pour tout entier po- 
sitif n. 


41§. Si Von veut fractionner encore les calculs, on constatera, 
sur les valeurs trouyées, que B'” peut étre mis sous la forme 


( 5 
SS By a 8 OF) 


(Gq, Xs) 


ot. les nombres entiers a, #3, positifs ou nuls, satisfont a la 
condition 2¢,-+ 34; = 7, et ot les coefficients purement numé- 


riques By!,, se déterminent par la relation récurrente 


(an — 4 a%— 6a3) (2n +1— 4as— 643) 
2797 3-1) 


Bi) 


Bie+1) = 
CC, ar Xe, %3 


QI mail b 


' (7-1) (n—-2) 


a= st =e Lab 
s(2n 1) %Wb% © o(an+1)  % Mert 


Dans cette relation, on donnera a %, #3 Loutes les valeurs entiéres 
positives ou nulles qui vérifient la condition 20,-+ 3a;Sn +1, 
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en regardant comme nuls les coefficients pour lesquels un indice 
inférieur est négauif ou pour lesquels la somme des deux indices 
inférieurs, respectivement multipliés par 2 et par 3, est plus grande 
que Vindice supérieur. 

Cette relation de récurrence permet de calculer l’expression 
générale d’autant de coefficients BY ,, que lon veut; pour tout 
entier positifn, BY, est égal a1; pour nm plus grand que 2, 3, 
4, 5, on a respectivement 


»y = ik > 
ee Bite pi = M321) pin n(trm —18) | 
1,0 92 Bee, UG a 92,9 2,0 93 3 42 ? 1,1 


Die Sela UU 
416. Aux expressions qui donnent les -dérivées p(w) au 
moyen de pu et de p/w, il convient de joindre les expressions qui 
donnent, au moyen de pu, pa, pu, pa, les dérivées p\) (u—a), 
prises par rapport a w, de la fonction p(u — a). 
La formule d’addition (VII; ) peut s’écrire 


I (pa—pu)p'u+(p'u+p'a)p'u 


p(y ah pu mean: 


ou encore, en permutant les lettres uw et a et en désignant par y 
la fonction pu, par y\) sa dérivée ni’ prise par rapport a w, et 
parc, c™ ce que deviennent y, y) quand on yremplace w par a, 


f (y—ec)e"+(y'+ eye 


p(u—a)=c Fs (yocy 


Le second membre de cette formule peut s’écrire 


Alo) Aw) Bi) 
as - oS z 2 
Ge ee Ce ae) 8 


t 


Vass 


As 


ot. ona 


On voit, par induction, qu’on doit avoir en général 


(nr) (72) (2) 
p(w —a) = AW) + AY \ AY ‘ ' OAS 
/ 0 re: v (y—e)y? ate heat (y — c)r2 


: BY) Le ES ee Bis oe 
(y—e)? " (y—e)8 esc) kr 
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et la démonstration méme fournit les formules de récurrence 


ACO et 2(29 aie 1) BY? — 1o2ev Bi”) _— ce" (av atu 1) BY — c'2(v aa 1) Bir) 


v-+4 VD) 
Bett) — — (y —1) AM), 


qui s’appliquent pour y=o, t, 2,...,+-3, si l’on regarde 
comme nulles les quantités B dont l’indice inférieur est plus petit 
que 2 ou plus grand que l’indice supérieur augmenté de 2. Ces 
formules permettent de calculer les coefficients A” et B@ pour 
chacun des indices rn. 


ANT. Les relations 


[ é AY Aw), 
pm (u— a)+ — pY(—u—ay = AM a, oR 5 
D ir 6 (Gy = © lrre 


Mle 


que Lon déduit des précédentes et de celles qui en résultent par 
le changement de wu en — u, donnent immédiatement, par inté- 
gration, les formules du Tableau (CXIL), qui permettent de cal- 
culer facilement, pour un entier positif quelconque n, les valeurs 


du 
Sn= fi (pu—c)® 


Les calculs sont effectués pour les premiéres valeurs de n. 
i 


de lintégrale 


AA8. Quand a est égal a wy, les relations précédentes se sim- 
plifient parce que c’ est nul; on a alors 
Plu — Ma) = aH BOSE a ttm es ess LN 
Ce Ce aon ms a Ca 

2 AMe, GFA]? 
Ds OE 


p' (u— We) = 2AS)5 


; 4 2 §2 
en supposant Aj” égal a 3e; — Te =A €g— €3) (€a— ey). 


Dans le Tableau (CXII), le calcul des valeurs de lintégrale 


du , SY 
eee est effectué pour les premiéres valeurs de n. 
pu ex 
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IV. — Développements en séries entiéres des fonctions £,sn,cn, dn. 
— Expressions linéaires des dérivées des fonctions £,sn, cn, dn au 
moyen des puissances de ces fonctions. — Expressions linéaires 
des puissances des fonctions £,sn, cn, dn au moyen des dérivées 
de ces fonctions. 


419. Connaissant le développement de p wu suivant les puissances 
ascendantes de w, il n’y a aucune difficulté a calculer autant de 
termes que l’on veut dans le développement des fonctions fo, %, 
Ego, &3yu, qui sont des fonctions algébriques simples de pw; on 
n’a qu’a appliquer les propositions établies dans l’Introduction. 
Nous nous contenterons de donner quelques explications 4 propos 


de Ja fonction 


————— u (Ai (ZF 
sn = Vei— Gakos ( \- j ver 3 =o 


Vei— es 


D’aprés la relation d’homogénéité (VIIT;), on a 
Uu \ 
p a 82, ss) = (€1— 3) P(43 8&9; 8s)s 
Ver— es 


en posant, pour abréger, 


os) 


eo! See igs Seo, 
§2 (eg 63) 53 (65 ee. 
en se reportant aux formules (XXXVI,,), (XXXVII, 2), on a 


d’ailleurs les relations 


§2 — 4m 2 aoe eS is wee eee 
Ceara k2+ 1), Cainer k2) (1 —~ 2k); 


la relation entre les fonctions sn et p peut donc s’écrire 


if T 


e I+ k? 
«Sl de 3 Mya! .! S 
(/ 94s by 84) — (/ (us 8 Be a 

die AS. 3 


En utilisant le développement de pw et en tenant compte des 
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if 


valeurs de 94, 24, on trouve 


I [fh PX 1 
. t U ! 2 
plu; &, Bis) = u2 5 15 u ») 
puis 

ees 

2a+r , kt—k?+1 2 

S07 =v i S5 ur - Th er : 

15 


on n’a plus, pour trouver le développement cherché, qu’a appli- 
quer la formule du binome: on trouvera dans le Tableau (XCV1) 
les premiers termes de ce développement. 

Les polynomes en /? qui figurent dans le développement de sn w 
comme coefficients des puissances de wu sont réciproques; cette 
circonstance résulle de ce qu’il en est manifestement ainsi dans 
le développement de 


; , 1+ k2 
P(45 82, 83) + 3 


a cause des valeurs de g’, et de g',. La considération de ce déve- 
loppement permet aussi de reconnaitre aisément le degré de ces 
polynomes : le coefficient de u?”*! est de degré n en k?. 


420. Il va sans dire que l’on obtient de la méme facon les dé- 
veloppements de cnu et de dnu; on en trouvera les premiers 
termes dans le Tableau (XCVI). On peut aussi les déduire du 
développement de snwz par les formules 


rol 


i 
cnu =[i—sn2u]?, dnu = [1— k? sn? u]?; 
enfin, on remarquera qu'il suffit d’avoir le développement de l'une 
des fonctions cnu, dnu pour avoir aisément le développement de 
l'autre, comme il résulte des formules de transformation relatives 
au cas 3° des Tableaux (LXXX;_¢), ot l’on peut supposer que le 


nombre c est un multiple de 4 et qui donnent alors 


I I te» Tes > Dey 
l=) en (mz) = dn (FZ ‘J, an (uz) =en (Zs x). 


Les mémes Tableaux donnent la relation 
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qui, jointe a ce que le coefficient de u?”t! est un polynome en k* 
de degré n, met aussi en évidence la réciprocité de ce polynome. 


421. D’autres méthodes que nous allons indiquer sommaire- 
ment permettent de retrouver ces résultats et quelques autres. 

Les équations différentielles que vérifient les fonctions uty 
cn, dn sont toutes de la forme 


ot. a, b,c sont, suivant les cas, des fonctions connues de é, 2, €3 
ou de k?; les conséquences qu’on peut tirer de ces équations sont 
toutes pareilles a celles que l’on a déduites de l’équation diffé- 
rentielle que vérifie pw, et les détails que nous avons donnés a 
ce sujet nous permettent d’étre maintenant plus brefs. 

Les dérivées d’ordre pair 22 de toute fonction y, qui vérifie 
une équation différentielle de la forme 


(S) = ay + by? ¢ 


sont des polynomes en y, de degré 2m +1, ne contenant que les 
puissances impaires de vy. On a, en effet, en posant 


deny 
duz’ 


Qn = 


et en admettant que Q, soit un polynome en y satisfaisant aux 
conditions énoncées, dont les dérivées par rapport a y sont Q’, 
et Q”, la relation 


Qnti = Qrlayt+ by? + ¢) + Qn(2ay? + by). 
Si Pon pose 
Qn HAM y + AM +... AM yartt 4 AM) y tnt, 
on trouve 
APY) —or(ar—1)a A), + (ar+1)PbAM + (ar +2) (ar+3)cA™,, 


Cette égalité permet de calculer les quantités A” puisque l’on 
Aen 1). . S 
connait Aj) = 2a, Aj!)=b; r doit y prendre les valeurs o, i? 
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2, +++,2-+1; lorsque dans le second membre un indice inférieur 
est négatif ou plus grand que V’indice supérieur, la quantité A‘” 
correspondante est nulle. 

On trouvera dans le Tableau (XCVIIT) les résultats ainsi obte- 
nus pour les premiéres valeurs de r. 


422. Si Pon veut fractionner les calculs davantage, on obser- 
vera, sur les premiéres valeurs calculées, que A‘” est un polynome 
entier en @, 6, c homogéne, a coefficients entiers et positifs, de 
degré n si l’on regarde a, b,c comme du premier degré, de degré 
n—rsi Von regarde a, b,c comme étant respectivement des de- 
grés 0, 1,2; on peut donc poser, si cette loi est générale, 


(x) ING?) = >: Apgearty DR=? 2Y cy, 
(Y) 


les Ay’) étant des coefficients purement numériques; 7 peut prendre 
les valeurs 0, 1,2,...,; 7 étant choisi, y doit prendre les va- 
n—Pr n—r—t 


feurs 6, 1, 2,... usqu'a ou > suivant que 2 —r 
b) > ? J gq 9 DY q 


est pair ou impair. La généralité de la loi se démontre par induc- 
tion et l’on parvient en méme temps a la formule 


Be ie er On —1) Ap Cart 1) ANY (ono) 2423) Ai as 


r ayant été choisi parmi les nombres 0, 1, 2, ..., 2 +1, 


OV f° [fia ff ——— 
OU SS = 
2 


bY doit prendre les valeurs depuis o jusqu’a 


suivant que 2 —vest pair ou impair; d’ailleurs, dans le second 
membre, ceux des coefficients ot le premier indice inférieur est 
plus grand que 7, ceux ot le second indice inférieur est plus grand 


nv 
que 
négalif. Tous les nombres Aj”) sont entiers et positifs. 
Observons que la relation que nous venons d’établir donne, en 
paruculier, 


Sr 


sont nuls, ainsi que ceux dont un indice inférieur est 


A) = 22-1) Oa 2) A on eet = AG 
d’ou Von déduit sans peine 


Ay =(2n)! At =r. . 
T. et M. — III. 5 


66 CALCUL INTEGRAL. 


Les calculs se font assez rapidement, et l’on observe avec un 


neu d’attention que l’on a (! 
I q 


AGE ee Oel4 AG = 2 — 3.32% 52n 
BU 92 4 250 oem 2 2 
AG) —5+9.322— 5.52" 72n Ain) — 14—28.32”4- 20.522%7— 7.7 92” 
SY SN(} = iG 9 450 98 Aa) 


423. Sila fonction y est impaire et s’annule pour v=o, comme 
Eoq (wu) ou sn(wz), on a, dans le voisinage de u = 0, 


m (v) 
are Lema Te 
(ee u + 31 Bee an 


[he 


en désignant par yy, 75) V's --- les valeurs pour wu =o des dé- 
rivées d’ordre impair; on a d’ailleurs 


dnriy AQn 
dw1 du 


2 One 
ager ar 


: 5 tea. 2 dy. fF 
et il est clair que, pour w= 0, Q), se réduit a AY” et “ a/c; on 


peut donc écrire 


= Uu uw wu? U2n+1 
=e | — At - At?) +... Al) ——_'.... J; 
peal [; J eee OMED IRS Pipa? (an+yl a Fe 
par exemple, pour y = §4(w), on a a = (ey, — eg) (€,— ey), 
b= Bey, C=15 pour j7— sn ounaRge kOe eee 
¢=1; on aura donc le développement de §)4(w) et celui de snw. 


Pour cette derniére fonction, les quantités Aj)” sont des poly- 


(1) Dans sa Thése (Annales de l’Ecole Normale supérieure, 2° série, t. VI, 
p. 265), M. D. André a montré que, quand on se donne arbitrairement 7 et y, les 
quantités ARY sont des fonctions de m définies par la relation 


t=r+y 


AY = »3 Q (nr) (2¢ +1)", 


t=0 


ou @i(n), &,(n), ..., &.(r) sont des polynomes enn, de degré y, a coefficients 
rationnels, qwil reste a calculer, tandis que pour chacun des indices ¢ > 7, ®,(n) 
est un polynome en n de degré y —¢+ 7. 

Ce résultat est déduit de recherches fort intéressantes qui ont permis a M.D. 
André d’établir ’équation génératrice trés simple de la série récurrente dont A(”) 
est le terme général. x 
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nomes en k?, de degré n en k?, comme il résulte évidemment de 
la formule (), qui s’écrit alors 


Ae my Aim) k2Y(1 + R221; 
(Y) 


il est manifeste, sur cette formule, que ces polynomes sont réci- 
proques. 


424. Si y est une fonction paire et prenant pour u =o la va- 
leur 1, comme &gyu, cnu, dnuw, on a, dans le voisinage de uw = 0, 


z Wl erat ta ps 


Qo \ Qn 
Ose 


(mM ur 
J -2 I 
en désignant par Q,, Qs, ..., Qn, ... ce que deviennent, pour 


ya— les fonctions O7,-O3,0.2., Qn, ...; om a, en général, 


Qn = AQ + AVY +... 4+ AM; 


mw? 


si l’on se place, par exemple, dans le cas de enw, on trouve 


Age = Si (ay ray aren (2k yr dey, 
(Y) 
Dans ce cas, les polynomes A” sont, en k?, de degré maximum 


égal an; il en est de méme de Q,; dans ce dernier polynome, le 
terme indépendantde k? est1; dans la somme AV? AV?+... +A", 
;” qui contienne un terme indé- 


pendant de k?, terme qui n’est autre chose que Aj’). Dans ce 


il n’y a, en effet, que élément A 


méme polynome Q,, le terme en k?” fait défaut, cela tient ace 
que lon a ici a+ 6+c=0, 2a+ 6 =— 1; en sorte que l’ex- 
pression générale Q/, (ay! + by? +c) + Q), (247? + by) de Quis, 
quand on y remplace y par 1, se réduit 4 — Q/,, en désignant par 
Q/, ce que devient la dérivée de Q, prise par rapport a y aprés 
quon ya fait y=1; comme Q, ne peut contenir k? qu’au degré n, 
il est clair qu’il en sera de méme de Qyz4,; par suite, Q, est un 
polynome du degré n —r par rapport a /?. 


425. En résolvant par rapport aux puissances dey les expressions 
des dérivées d’ordre pair de la fonction y, on voit que les puis- 
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sances impaires de y s’expriment linéairement en fonction de y et 
de ses dérivées d’ordre pair; v2”! contiendra les dérivées jusqu’a 
Vordre 2; mais il est plus commode-de calculer directement les 
expressions de ces puissances, qui sont utiles dans le calcul inté- 
gral; du méme coup, on montrera que les puissances d’ordre pair 
s’expriment linéairement au moyen de y? et de ses dérivées. 

On a, en effet, 


d2 (y”) 


py N+2 — 
n(n +1)ay AE: 


— n?by”— n(n —1) cy”, 

et il est manifeste que si ’on a exprimé y” et y”~? en fonction li- 
néaire de y et de ses dérivées dans le cas ot 7 est impair, en fonc- 
tion linéaire dey? et de ses dérivées dans le cas ou 7 est pair, on 
obtiendra par cette formule une pareille expression pour y”*?. 


426. Si Von veut fractionner les calculs, on procédera comme 
il suit. 

Pour le cas des puissances impaires, remplacons dans |’égalité 
précédente n par 2n — 1, et posons 


2n 
(an)! ary2n+ = BY ho +...+ BM 


‘ (1) ° 
dur r du2n-2r +... Br v3 


on trouyera aisément la relation 
BY?) = BYP-1) — (an —1)?OBY 4) — (an — 2)? (2n — 3) (22 —1) ac BY5?), 


qui, jointe aux relations BY’=1, BY’ =1, Bi’ = — 6, permet 


de calculer facilement les quantités By”. L’indice r doit prendre 


les valeurs 0, 1, 2,..., m; dans le second membre celles des 


(2) 
r 


plus grand que l’indice supérieur, doivent étre regardées comme 


quanutés B” pour lesquelles Vindice inférieur est négatif, ou 
nulles. Il est clair que By” est toujours égal a 1; les quantités B‘”’ 
sont des polynomes entiers en b et en ac a coefficients entiers. 
On trouvera dans le Tableau (CXIII) les expressions de ces poly- 


nomes, pour les premiéres valeurs de n. 


A427. Si l'on veut fractionner le calcul davantage, on observera, 
sur les premiéres valeurs de ces polynomes, qu’ils sont homogénes 
et du degré r en b et en ac, quand on regarde b comme du pre- 
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mier degré et ac comme du second. On est ainsi conduit a poser 


Bw) = Byy br-27 (ac), 
(y) 
les coefficients BY? étant purement numériques. 
L’indice r étant choisi parmi les nombres 0, 1, 2, ..., n, Vindice y 


. ie [fi => fh 
doit prendre les valeurs 0,1, 2,..., - ou 
2, 


» selon que rest 
pair ou impair. La généralité de cette supposition apparait immé- 
diatement et l’on trouve du méme coup la relation 


P= Bey — (221) Bey — (22 — 2)? (22 — 3) (2n—1) Beats 


Pour ce qui concerne sn, on reconnait immédiatement que les 
polynomes B”, regardés comme des fonctions de k?, sont réci- 
proques. 


428. On observera que, si dans l’équation 


(%) = Ui AB Eek 


\ 


on remplace y par => elle prend la forme 


dz \2 
(F) = ¢es'+ b3?+ a; 
du 


on en déduira, puisque les polynomes B)” ne changent pas quand 
on échange les lettres a@ et c, 


aryl _ Be Q2n-2y-1 


; ! —(2n+1) — Bl) 
(an)! op aes ay By du2” , 1 du2n-2 


+... + BY) yl, 


La méme méthode s’applique aux puissances paires de y; leurs 
expressions s obtiendront en partant de la relation du n° 495 ot 
Von remplace n par 2n. 


On trouvera dans les Tableaux (CXIIL) et (CXIV) les expres- 
sions des intégrales 


fom du et eae du, 


déduites des relations précédentes et permettant de calculer suc- 
cessivement ces intégrales pour les premieres valeurs de n. 
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V.— Application de la transformation de Landen au développement 
en série entiére de la fonction cn. 


429. On peut, comme l’a montré M. Hermite ('), obtenir, par 
une voie tout autre que celle que nous avons suivie, les coefficients 
des puissances de uw? dans le développement de la fonction enw. 

On sait déja, par ce qui précéde, que dans ce développement le 


A U2 . 5 4 . 
coefficient cn'?”) (o) de en: ordonné suivant les puissances crois- 


santes de k2, est de la forme 


en2”) (0) = (—1)"[1 FAV k2+ AYO k++... 4+ AVY, k2n-2], 


ot AM, AM, 66. Am 


ae sont des quantites purement numeriques, 


qu il s’agit de calculer. 


La formule de transformation de Landen (LX XXII, ) 


Uu 
; 1— (1+ &') sn? — 
wes Tk ( ) {l= 
u, ——,) = 
reeks u 


eee 


va nous permettre d’effectuer ce calcul pour chaque indice rn. 
Cette formule est une identité par rapport a w et par rapport a 7. 


: e+dz 5 
Si lon change t en , en donnant a a, 6, c, d des valeurs 


a+ bt 
rentrant dans le cas 3° du Tableau (XX,) et pour lesquelles k se 


change en 7 et k en = “; (LXXX;), elle devient 
PRAT G egy eo 
ei eae = koe TK: 
oO EE e) rs ieee ; 
edn (oz) 


ott les signes supérieurs se correspondent. Le second membre se 
transforme par les formules du Tableau (LXXX,), écrites dans 


(*) Voir Comptes rendus de l’ Académie des Sciences, t. LVII, p. 613 et p. 993. 
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ce méme cas 3° pour c = 0, en 
° u 
1— (kik!) kent (7, i) 


u 
on (pap Th? k) 


On a ainsi 


(hae ih on [a= aia ease =| _ kik’ ksn?(u, k), 


aah cn(u, k) ‘ 


on déduit de ces deux relations, par addition, en posant aussi 


kik’ = exia, 


Videnuité en u et a 
e—%en(e'u, e—22%) + ei% en(e-*4u, e244) = 29 cosacn(u, cosa). 
Il suffit de développer chacune des fonctions 
cn( eth, er2ln), cn(u, cosa) 


par la formule de Maclaurin et d’égaler les coefficients des mémes 
puissances de w dans les deux membres, pour obtenir entre les 
nombres A‘” et « la relation 


cos[(2n—1)a] + AW, cos[(2n —3) a] + AY” cos[(2n —5)a] 
+ AVY, cos[(2n—7)a]+...=cosa + A cos? x 


+ AY cosha +...+ AVY, cos2r—te; 
les deux derniers termes du premier membre sont 


A”) cos3a+ A‘”, cosa, quand n est impair; 


2 2 


A, cos3a+ A”) cosa, quand n est pair. 


2 2 


(72) 
n 


On transforme aisément le second membre en une fonction li- 
néaire des cosinus des multiples impairs de a. En égalant ensuite 
les coefficients des cosinus des mémes multiples de «, on obtient les 
relations cherchées; on a d’abord AW” =1, puis successivement, 
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Tv 


he do aie 
en désignant par & (eee Da res Ds 


C = ° rr 
) le coefficient binomial 


i ner. 
(n) tee 
7D) ai —_ 2 
AVO, = (2n—1)+ scree 
2m —1\ AV) (7) 
toe Sst) 2) n—-3 
A -_ ( ) 92n—% (an 3) a 72n—6 
, 3 n) (n) 
A?) pea 2 -— 1 its AOS 2TU ES ai A, (on pee 5) dt AD 
a 3 52n—' 2 p2n=6 \— W (52n—8 


(1) ees (7) (2) ‘n) 
An te (ieee AES Ce 3) et oe Wie GN 5 AN ; 


n—2 22 —* n—3 28) 2) ONS it 22 
2nm—{ ey), /2an—3 NSS Ate Ne eo, 
IN@O) = 2 rr Pe ali, 
u R— 1 Q2n—k n— 2 A 5 ae 


ot l’on doit remplacer AV” par t et oll, pour 2 impair, on doit 


Fig! a 


oe ea n 6 
remplacer indice p par » tandis que, 


» Vindice y par 


—2 e . 
et Vindice y 


2, 


. ° ° 5 nh 
pour 7 pair, on doit remplacer l’indice » par 
n : , : ‘ ; : p 
par=- De simples résolutions d’équations du premier degré don- 


nent ainsi directement, pour chaque indice n, les valeurs des con- 
stantes AY”, AY”, ..., AV”?,, et il importe de remarquer, pour les 
calculs numériques, que l’on a un procédé de vérification de ces 
calculs puisque l’on a n équations et m — 1 inconnues seulement. 

Comme on l’a fait observer au n° 420, le développement de la 
fonction dn(w) se déduit immédiatement de celui de la fonction 


en(uz). La relation 
sn’(w) = en(uw) dn(w) 


permet ensuite d’obtenir aisément le développement de la dérivée 
de la fonction sn(w), et, par suite, celui de la fonction sn (uw) elle- 
méme. 

La méthode de M. Hermite ne fournit pas seulement un nou- 
veau procédé pour dresser assez facilement le Tableau (XCVI); 
elle permet d’obtenir aussi la loi de formation des coefficients des 
polynomes en’?”)(o) ordonnés suivant les puissances de k?. 
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VI. — Application aux fonctions de Jacobi de la méthode 
de décomposition en éléments simples. 


430. Quand on veut appliquer directement aux fonctions de 
Jacobi la méthode de décomposition en éléments simples, ce qui 
permet de retrouver les relations essentielles entre ces fonctions, 
il convient d’introduire, comme élément simple pour celles de ces 
fonctions qui sont doublement périodiques de premiére espéce 
dans le parallélogramme des périodes 0, 2K, 2(K + cK’), 27K’, 
la fonction impaire Z(w) définie au n° 316; elle admet, comme 
pole unique et simple dans le parallélogramme, le point 7K’; son 
résidu relatiface pdle est 1; elle s’annule pour w~ =o etu—Ket 
jouit des propriétés mises en évidence par les formules (LX XIX4_3) 
qui montrent clairement comment elle peut jouer un réle ana- 
logue a la fonction Cu, en sorte que toute fonction doublement 
périodique de premiére espéce dans le parallélogramme considéré 
est, a une constante additive prés, une fonction linéaire de quan- 
tités telles que Z(uw— a), Z(u— b) et de leurs dérivées; les con- 
stantes a, b, ... n’étant autres que les affixes des poles de la fonc- 
tion considérée, diminuées de 7K’. 

H’(w) Hi, (wu) 9; (z%) 
H(u)’ Hy (a) @,(u) 
peuvent jouer le rdle que nous venons d’attribuer a la fonction Z(w). 


Il est a peine besoin de dire que les fonctions 


431. Quand on se sert comme élément simple de la fonction 
Z(u), il est souvent commode, surtout pour la détermination de 
la constante additive, d’avoir les premiers termes du développe- 
ment de cette fonction en série entiére. On les obtient aisément 
au moyen des formules (CII,) en utilisant le développement de 
snu. On trouve ainsi 


43 


(CII7) Z(w) = 2'(0) = — 212 + 82K 1) 
a. ° 
432. De méme que l'on substitue aux quantités w,, ws; les quan- 
tités K et K’ introduites par Legendre, on remplace, dans le méme 
systéme de notations, les quantités 7,, 43 par les quantités E, E’ 
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que définissent les égalités 


I+ k? ni E 

I SS SS) Sa 

(CIL) \! oe K Vei— es a 
{ Nee n3 =i EW 

ci 3 iK' Veq~— es K’ 


On remarquera (n° 406) que le premier membre de l’égalité (1) 
est égal a Z'(o). 

L’introduction de ces notations permet d’écrire la relation (Clg ) 
sous la forme 

E 
dn2u = aa Z'(u). 

On en déduit immédiatement, en se rappelant que Z(o) et Z(K) 
sont nuls, la formule 


K 
(CIIg) i dn?(u,k)du=E, 


a) 


ou lintégrale qui figure dans le premier membre est prise suivant 
le segment de droite qui va de o au point K. 
Si maintenant on fait la transformation 


Q) = 03, Q; = — w1, 
qui, ainsi qu’il résulte des formules (LXXX;_;), donne 


lek, teak Leak, “WSK Vee] a= 7 Vaoea 


et 
Hy C€(Q1) = C( 3) = a, 


notre derniére formule deviendra 


(Cll) i 


ott Pintégrale qui figure dans le premier membre est prise suivant 


Ki’ 
dn?(u, k')du=E"', 


le segment de droite qui va de o au point K’, 


‘ TL Ss 
Observons que la relation 7,3 — 730, = — peut s’écrire 


1 13 Tt 


KVaaeq, ike 
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si donc on introduit E, E’ au moyen des relations (CII,,»), elle 
prend la forme 


Tv 


(CIT;) EK’+ E’K — KK’ = a 


qui est celle sous laquelle elle s’est d’abord présentée a Legendre. 

Relativement au méme parallélogramme o, 2K, 2(K + (K’), 
21K’ et pour les fonctions de seconde espéce, M. Hermite a em- 
ployé comme élément simple, dans une suite d’importantes re- 
cherches, la fonction de u 


ASD ED) Se 
H(a) H(z) hee 


qui ne différe pas au fond de !a fonction A.(w), comme nous l’a- 
vons montré au n° 371. Elle admet pour péle unique et simple le 
point 0; le résidu relatif 4 ce pdle est 1. 
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CHAPITRE UT. 
SUITE DES THEOREMES GENERAUX. 


433. Considérons une fonction doublement périodique (') du 
second ordre F(w) aux périodes 2,, 203 et supposons d’abord 
que ses deux poles a, b soient distincts; a, b seront aussi les 
poles de la fonction doublement périodique du second ordre 
F(w) — F(up); comme wp est un zéro de cette fonction, son se- 
cond zéro sera a+ b—uy et l'on aura F(a + b— uy) —F (uy) = 0; 
comme Up est quelconque, la fonction F(z) prend donc les 
mémes valeurs pour deux yaleurs de uw dont la somme est 


a+b 
: + w) est 


‘ r cee : a One 
aire; les poles de cette derniére fonction sont == ——; ils sont 
p ? p 9, > 


a-+-b. On peut dire encore que la fonction F( 


Ae) : pes ~/a+6 
distincts des points 0, @,, @2, w3. La dérivée I ( atk u) de 
2 
cette méme fonction est impaire et n’admet pas de pdles distincts 


a+b 


R P ‘ 3 b r 4 A “ - 
des poles de la fonction I ( — + w) ; élant impaire et étant finie 
2 


pour w==o0, elle est nulle pour cette valeur; elle est nulle aussi 


a+b ) 
+ We), 


,(a+b : . f : , A 
F — Wq} doivent étre égales et de signes contraires puisque 


an 


pour w= w,: en effet, les deux quantités finies I ( 


(a+b 


la fonction F” ae u) est impaire, et égales puisque 2, est 
une période de la fonction F(z). Ainsi les quatre zéros, évidem- 


ment simples, de la fonction du quatriéme ordre F’ (wz), sont 


a+b a+b a+b a6 
, t+ Wi, + Wa, 
2, 2, 2 2 


te W3. 


(') Dans tout ce Chapitre il ne sera question que de fonctions doublement 
périodiques ordinaires. 
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La fonction doublement périodique 


vine [ren (2) fron r(26 
x [FF ("+ ws) ] [Fi —F (222 +0] 


\ 


est du huiuéme ordre; ses zéros sont en évidence; chacun est 
double, puisque la dérivée de chaque facteur s’annule pour le zéro 
correspondant; elle admet les mémes zéros, au méme degré de 
multiplicité que la fonction F’?(w); elle admet aussi les mémes 
poles, au méme degré de multiplicité; le rapport des deux fone- 
tions @(w), F’?(w) est donc une fonction doublement périodique 
qui n’admet pas de péles: c’est une constante; par conséquent : 


Toute fonction doublement périodique y de la variable u, 
du second ordre, a péles distincts, vérifie une équation diffé- 
renttelle de la forme 


(Si) = MG) —B)(y — Gy 9D); 


ou M, A, B, C, D sont des constantes. 


Soit maintenant y = f(w) une fonction doublement périodique 
du second ordre admettant le pdle double a. On reconnait, comme 
précédemment, que la fonction f(a + w) est paire et que son pole 
est distinct des points w,, 2, 3; puis, que la fonction du troi- 
siéme ordre f/(w) n’admet pas d'autres zéros que les points a+ ,, 
A+», @-+3}; par conséquent : 


Toute fonction doublement périodique y de la variable u, 
du second ordre, a péle double, vérifie une équation diffé- 
rentielle de la forme 


du 


(ZF) = MyM —B)y — 6). 


ow M, A, B, C sont des constantes. 


Telle est, par exemple, la fonction pu. Il résulte de 1a que les 
dérivées d’ordre pair d’une fonction doublement périodique du 
second ordre y sont des fonctions rationnelles entiéres de y, et 
que les dérivées d’ordre impair sont égales au produit de y’ par 
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une fonction rationnelle entiére de y. Nous allons généraliser ce 


théoréme. 


434, Soit o(w) une fonction doublement périodique du second 
ordre, dont les périodes soient 2,, 23 et dont les poles soient 
a, b. Toute fonction doublement périodique ®(w), admettant les 
mémes périodes que 9(z), et telle que l’on ait ® (a+ b—u) =®(u), 
s’exprime rationnellement au moyen de 9(w). Le cas ot la fonc- 
tion 9(w) admettrait un pdle double a = 6 nest pas exclu. 

Le théoréme sera démontré si lon prouve que la fonction 
P(u)—A 
&(u)— B 
nellement au moyen de 9(uz); or on peut toujours déterminer les 
P(uw)—A 
Oi) be 
des mémes propriétés que la fonction ®( zz) et dont les pdles et les 


, ot A et B désignent des constantes, s’exprime ration- 


constantes A et B de maniére que la fonction qui jouit 


z€ros sont respectivement les solutions des équations ®(w) —B=o, 
®(u)—A=o, n’ait aucun pole ou aucun zéro qui coincide soit 


: ; a+b “iat 
avec a, soil avec b, soit avec ——; nous pouyons donc faire im- 


médiatement cette hypothése sur la fonction ®(w). 

Dés lors, sia est un zéro ou un pole de cette fonction, a+ b—«a 
sera un zéro ou un pole, distinct de a, du méme ordre de mult- 
plicité; la fonction ®(w) aura un nombre pair de zéros et de pdles ; 
elle sera d’ordre pair 27, et l’on pourra représenter n de ses pdles 


par a, a, ..., &p, les autres péles étanta+b—a,,a+b—ay,..., 
a+ b—4y; de méme, on représentera n de ses zéros par 8,, {s, ..., 
Br, les autres étanta+b—6,,a+b— $,...,a+b— epee 
maintenant l’on considére la fonction doublement périodique 


W(u) = Le(u) — 9(B1) J Le(u) — (Be). 2 -[¢( u ) — 9(Br)] 
[e(w) = o(m)]L9(%) = 9 (aa). Lee) = oan)’ 


on reconnait qu’elle admet les mémes zéros et les mémes poles 
que la fonction ®(w) au méme degré de multiplicité; elle lui est 
donc identique a un facteur constant prés, et la proposition est 
démontrée. 

Notons, en passant, cette fagon trés remarquable de représenter 
une fonction doublement périodique telle que ®(w), de maniére 
4 mettre en éyidence ses pdles et ses zéros. Le cas ot ®(w) et 


SUITE DES THEOREMES GENERAUX. 79 


~(w) sont des fonctions paires est particuliérement digne d’at- 
tention. 

Les formules (LXXXVII,_.), (LXXXIX, ¢), (CX,_¢), ainsi 
que les formules analogues que l’on peut établir pour les fonc- 
tions §, et dont l’une a été obtenue au n° 337, peuvent étre regar- 
dées comme des exemples. 


435. Soit o(w) une fonction doublement périodique du second 
ordre. Toute fonction doublement périodique ®(u), ayant les 
mémes périodes que o(u), 8 exprime rationnellement au moyen 
de o(u) et de sa dérivée o'(u). Soient, en effet, a, b les deux 
poles de 9(w), les deux fonctions doublement périodiques 


®(u)— P(a+b—wU) 
o'(u) 


f(u)=P(u)+0(a+b—u), fil(u)= 


jouissent évidemment des propriétés qu’expriment les équations 


J(u) =f(a+b—u), Fay = fab 0) 


ce sont done des fonctions rationnelles de ¢(w); on a d’ailleurs 
I it a : 
PW) fl | J(u) ee); 


et la proposition est démontrée. 

En particulier, si l’on prend pour 9(w) une fonction paire, on 
yoit que toute fonction doublement périodique paire ®(w), ayant 
mémes périodes que 9(w), s’exprime rationnellement au moyen 
de o(u) seulement. 


436. D’aprés la derniére des propositions que nous venons d’é- 
tablir, toute fonction doublement périodique aux périodes 2,, 
23 est une fonction rationnelle de pu, p'u. 

Il importe d’observer que cette derniére conséquence résulte 
trés simplement de la formule de décomposition en éléments 
simples. Soit, en effet, /(w) la fonction doublement périodique 
considérée, dont nous désignerons pour un moment les pdles dis- 
tincts par a;, l’ordre du pole a; étant #;. Si, dans la formule 

7=V. 
FEN AS + [AY C(u — aj) +APC(u— aj) +... Kee C\%:l) (u — a;)], 


t=0) 
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1 p'u—p'a; 

2 pu—pa 

et les dérivées de cette quantité, qui sont des fonctions ration- 
nelles de pu et de p'w, puisque toutes les dérivées de pu sont des 
fonctions entiéres de pu et de p'u, on voit de suite que f(z) 
s’exprime aussi rationnellement au moyen des mémes quantilés ; 
en effet, aprés la substitution, le coefficient de Cu est SAM, qui 
est nul. La proposition annoncée est établie. 


onremplace €(u— a;) et ses dérivées par Cu Cais 


Il résulte de ce raisonnement et des expressions des dérivées de 
pu au moyen des puissances de pu que, si la fonction double- 
ment périodique n’admet dans le parallélogramme des périodes 
que le pole zéro, lequel est nécessairement multiple, elle est une 
fonction entiére de pu etde p/w. On reconnaitra sans peine que si 
ce péle unique est d’ordre n, ainsi que la fonction doublement pé- 


riodique f(w), celle-ci se mettra sous Ja forme A+ Bp’u, A étant 


7 . 
quand 7 est pair, 


2 


un polynome en pw dont le degré sera égal a 


. tv . . 
plus petit que a quand n est impair, et B un polynome en pu 


y 


dont le degré sera égal a 


quand n est impair, plus petit que 


DY 
n—3 


- quand n est pair. 


437. Dans le cas général, en procédant comme on I’a expliqué, 
J(u) se met sous la forme 


A+ Bp'u 
D <2 


A, B, D étant des polynomes en pw. On parvient a cette méme 
forme par un procédé un peu différent qui va nous fournir sur les 
polynomes A, B, D quelques renseignements utiles. 

Nous nous bornerons, pour simplifier, au cas ot la fonction f(w) 
n’a point de pole ou de zéro qui soit nul; s’il en est autrement, 
le lecteur verra sans peine les pelites modifications qu’il convient 
d’apporter a l’analyse suivante. 

En supposant que la fonction f(w) soit d’ordre n, on peut la 
mettre sous la forme (n° 391) 


5 o(u — b1) o(u— ba)... F(u— bn) Ss 
I) ea O(U— a1) O(U— az)...07(U — an)’ Dare Da Pn 
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ou C désigne une constante. On ne suppose pas que les nombres 
@\, Az, +++, @p soient distincts, non plus que les nombres b,, 
bz, ..., bn; mais les premiers nombres sont nécessairement 
tous différents des seconds. On a alors, en tenant compte de |’é- 
galité (VII,), 
gf= 

en posant 

D=(pu— pa) (pu—paz)...(pu—pan), 


Bee ir o(u— b,)...0(u— bn) C(U+a)...5(U+ an). 
TAR 62A,...57% Ap z 


F(w) est une fonction doublement périodique d’ordre 27, n’ad-— 
mettant dans le parallélogramme des périodes que le pole 0; cette 
foncuon F(w) est donc de la forme A+ Bp/u, ot A et B sont 
des polynomes en pz, dont le premier est de degré n et le second 
au plus de degré n — 2. 


438. Observons que le produit F(w) F(— w), toujours a cause 
de Végalité (VII,), est égal a 


(22 to be 


OQ,.-.-6an 


2 
) (¥ — Pa)... (¥— Pan) (y — pb)... (¥ pba), 


ot. y remplace pw; on aura donc 


AP — Bp? u ==) A2— B24 — os ) — £3) 
a (feu 


OAl,..:-6 An 


2) 
) Diy — phir) (y — pb2)...(y— Pp bn). 


Il résulte de 1a que le polynome A? — B?(47*°— go y — g3) est 
divisible par D et que le quotient, qui n’est autre chose, a un 
facteur constant prés, que (y — pb,)(y — pbz)...(y — pbn), est 
premier a D. 

ee, a cause de la 


relation pu = 4y? — g2y — 83, sont hées par la relation 


ues fonctions vy =pw-et'2z ==f (uw) == 


(De—A) = B4y*— 837 — 8) 
ou 
Nae DGhaa? ost Or peed ety 
Dz2?—2Az 4 as ae D §2) — 83) == ©, 
T. et M. — II. 6 
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D’aprés ce que l’on vient de dire, cette relation est entiére; elle 
est du second degré en z, du ni®™* degré en’ y; enfin, le premier 
membre n’est pas divisible par un polynome qui conuenne y seu- 
lement. Cette conclusion subsisterait dans le cas oti la fonction 
Jf (wu) admettrait quelque pole ou quelque zéro qui serait nul. 

On observera encore que le premier membre de cette équation 
ne peut étre décomposé en un produit de deux polynomes entiers 
en y, z, sauf dans le cas ot B serait identiquement nul, c’est- 
a-dire ott < serait une fonction paire. En effet, il n’est pas divisible 
par un polynome contenant v seulement; il n’est pas divisible par 
un polynome du second degré en z, sans quoi le quotient serait 
un polynome en y seulement; il reste a supposer l’existence d’un 
diviseur du premier degré en z; dans ce cas, les deux racines de 
Péquation en < seraient rationnelles en y, ce qui n’est possible 
que si B? (4? — gov — gs) est un carré parfait; or cela n’a lieu 
que si B est identiquement nul. Ainsi, sauf dans le cas ot B est 
nul, le premier membre de l’équation considérée n’est pas le pro- 
duit de deux polynomes entiers en y et 3; il en résulte en parti- 
culier que le discriminant de cette équation, considérée comme 
une équation en vy, n’est pas identiquement nul et que cette équa- 
tion a ses n racines distinctes, sauf pour des valeurs particuliéres 


de s, en nombre limité. 


439. Dans leur belle Théorie des fonctions elliptiques, Briot 
et Bouquet sont allés plus loin dans la voie ouverte par Liouville 
et ont établi quelques nouveaux théorémes parmi lesquels le sui- 
vant, qui est fondamental. 


Entre deux fonctions doublement périodiques, admettant 
les deux périodes 2, 203, tl existe une relation algébrique. 


En effet, si l'on pose 
vy =p(u| 1, 3), Y' = p'(4| 1, w3) 


et si l’on désigne par z et ¢ les deux fonctions de w considérées, 
on pourra les mettre sous la forme 


=) AS Dy, a 
\) = Deo. eee 
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en désignant par A, B, D, A, vb, ® des polynomes en y. En éli- 
minant y et y’ entre ces relations et la relation 


(8) V7 = bY — B2Y — 8s, 
on obtiendra une relation 
Cease R(z, t) =0, 


qui devra étre vérifiée quel que soit w. 


440. Inversement, si l'on considére un systéme de valeurs en 
s, t qui vérifient cette équation, il existera un systéme de valeurs 
y,y' qui vérifieront les trois équations («), (8); d’ailleurs, 8 un 
systéme de valeurs y, y’ qui vérifient l’équation (8), correspond, 
dans le parallélogramme des périodes, une valeur de w qui fait 
acquérir a pu, p'u les valeurs y, y’; par suite, tout systéme de 
valeurs de z, ¢ qui satisfont a I’équation (y) peut étre considéré 
comme un systéme de valeurs des fonctions z, ¢ qui correspondent 
4 une méme valeur de w. 

R(z, ¢) est un polynome en g, ¢. IL peut étre divisible par un 
polynome en z, dont les racines correspondent aux valeurs de wu, 
qui annulent simultanément A + vsy/ et ®; il peut de méme étre 
divisible par un polynome en ¢. Supposons, d’une facon géné- 
rale, que l’on ait 


R(z, t) = 0(2) Y(t) Gi(4, ¢) Gals, £)..-, 


o(s) et Y(t) désignant respectivement des polynomes qui con- 
tiennent, Vun la variable z seulement, l’autre seulement la va- 
riable t, et G,(z, t), Go(4, ¢), ..., désignant des polynomes ir- 
réductibles contenant les deux variables s, ¢; en disant que ces 
polynomes sont irréductibles, nous entendons que l’un quel- 
conque d’entre eux n’est pas le produit de deux polynomes. 
Quand on regarde dans l’identité précédente z et t comme les 
fonctions données de uw, le premier membre est identiquement 
nul; le second membre est un produit de facteurs dont chacun 
est une fonction analytique de w; l’un de ces facteurs est donc 
identiquement nul; en effet, le produit de deux fonctions analy- 
tiques dont aucune n’est identiquement nulle n’est pas lui-méme 
identiquement nul, comme on le voit de suite en se reportant a la 


Se 
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régle de la multiplication de deux séries entiéres. Or il est clair 
que les fonctions 9(z), ¥(¢), regardées comme fonctions de w, ne 
peuvent pas étre identiquement nulles puisque, dans le parallélo- 
eramme des périodes, elles ne s’annulent que pour un nombre fini 
de valeurs de wu; c’est donc un des polynomes Gj, (2, t), G2 (452), «+5 
qui s’annule identiquement quand on y regarde 3 et £ comme les 
fonctions données de w; nous le désignerons par G(z, ¢). 

Nous allons montrer que tous les polynomes G) (z, ¢), G2 (Z, 4), «+5 
considérés comme des fonctions de z, ¢, sont identiques a G(z, ¢). 
Considérons, en effet, un systéme de valeurs z), ¢) qui annulent, 
par exemple, le polynome G,(z, 2); R(<o, to) est nul; donc, d’a- 
prés ce que l’on a dit au début, il existe une valeur w) de wu qui 
fait acquérir les valeurs Zo, ¢) aux fonctions 2, ¢; puisque la fonc- 
tion G(z, ¢) s’annule identiquement quand on y regarde z et ¢ 
comme les fonctions données de wu, il faut que G(Zo, to) soit nul; 
ainsi, toutes les solutions de |’équation G,(z, ¢) = o vérifient l’é- 
quation G(z, t) =o. Puisque les deux polynomes G,(z, ¢), G(<, ¢) 
sont irréductibles, il faut qu’ils soient identiques 4 un facteur 
constant prés. Le méme raisonnement s’appliquant aux polynomes 
Go(s, et), ..., il est clair que l’on pourra poser 


R(4, t) nn o(3) v(t) [G(s, NN) i 


ou y est un nombre entier, et l’équation G(z, ¢) = 0 jouit des pro- 
priétés suivantes que nous rappelons: elle est irréductible; elle 
est vérifiée pour lout syst¢me de valeurs des fonctions z, ¢ qui 
correspondent a une méme valeur de w; si l'on considére un sys- 
téme de valeurs 2, ¢) qui la vérifient, il existe une valeur wy de u 
qui fait acquérir les valeurs z, ¢) aux fonctions ;, ¢. 


441. Désignons par m, n les ordres respectifs des fonctions 
doublement périodiques <, ¢. 

L’équation (G(s, ¢) = 0, considérée soit comme une équation 
en 5, soit comme une équation en ¢,n’ade racines égales que pour 
un nombre fini de valeurs de ¢, ou un nombre fini de valeurs de sz, 
puisqu’elle est irréductible. Considérons-la, par exemple, comme 
une équation en ¢, en donnant a z une valeur z,, pour laquelle 
Péquation G(s, ¢) = 0 n’ait pas de racines égales et qui, en outre, 
soil distincte des valeurs que prend la fonction s quand on y rem- 
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: dz 
place w par Vune des valeurs qui annulent Te Il y aura alors, dans 


le parallélogramme des périodes, m valeurs distinctes de wu qui fe- 
ront acquérir a 2 la valeur z,; désignons-les par w,, U2, «++, Um; 
et désignons par f,, ¢2, ..., ¢m les valeurs correspondantes de ¢; 
ces derniéres valeurs vérifieront l’équation G(s,, ¢)= 0; aucune 
autre valeur de ¢ ne vérifiera cette équation dont aucune racine 
n’est double et dont, par conséquent, le degré en ¢ sera exacte- 
ment égal au nombre des quantités ¢,, t2, ..., ¢m qui seront dis- 
tinctes. En particulier, si toutes ces quantités sont égales, ¢ sera 
une fonction rationnelle de z. Un raisonnement analogue s’ap- 
plique au degré en z du polynome G(z, t). 


442, Supposons, en particulier, que ¢ soit la dérivée 5’ = — 
de la fonction z: on voit tout d’abord qwil y a une relation al- 
gébrique entre une fonction doublement périodique et sa dé- 
rivée. Cette derniére proposition, que l’on connaissait avant le 
théoréme général, est due a M. Méray. 

Il est aisé de voir que cette relation 


G(4, 2") = © 


est, en 3', de degré m égal a l’ordre de la fonction s. Nous mon- 
trerons pour cela que, si deux valeurs incongrues de u font acqué- 
rir 4 5 la méme valeur, elles feront acquérir 4 2’ des valeurs diffé- 
rentes. Cela résulte, ainsi que l’a fait remarquer M. Weierstrass, 
de ce que les égalités 

0G ofl oe (; 2G dis any 02g old 1 aG oll 


NE a = 0, OB? & i ce ar TFSi Ae T Pas = 0, 


déterminent sans ambiguité les dérivées successives 2’, 2”, ... en 


Z : eee : 0G 
fonction de z, z/, pourvu toutefois que la dérivée partielle 2 ne 


soit pas nulle. Si done deux valeurs w,, wv, faisaient acquérir une 
méme valeur a Ja fonction z d'une part, a la fonction z' de l'autre, 
elles feraient acquérir la méme valeur a3", a 3", .... En désignant 
pour un instant par f(w) la fonction z, on voit que les deux dé- 
veloppements de Taylor des deux fonctions de h, f(u,+ h) et 
f (u2-+h), seraient identiques; par suite, puisqu’il s’agit de fonc- 
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tions analytiques, ces deux fonctions seraient égales pour toute 
valeur de h, et, enremplacant A par u— i, on aurait donc, pour 
toute valeur de uw, f(u+-u.— uw) = f(u), ce qui exige que U,— uy 
soit une période; en d’autres termes, que les points u,, U2 soient 
congruents, contrairement a l’hypothése. 

L’équation §(z, 5’) =o est donc de la forme 


Z) 2m Zya'm—-1 +e. t Lins =o0,; 


ot Zo, Z,, .-., Zm sont des polynomes en 2; le premier est une 
constante, puisque, pour toute valeur finie de z, la fonction z’ (dont 
les poles ne sont pas distincts de ceux de z) a une valeur finie ; de 


: : Lig ‘ i 
plus, Z,,_, est identiquement nul; en effet ~"— est, au signe pres, 
WL 


la somme des inverses des valeurs de 3! qui correspondent a une 


valeur donnée de s. Désignons par u,, Wo, .-., Um les valeurs 
de uw qui correspondent a la valeur 2; uw,, w., ..., Um pourront 
étre regardés comme des fonctions de z, et la régle de dériyation 
relative aux fonctions inverses montre que l’on a 


bres du, duly dum 
a — 1 1 1 = = 


a ' dz 3 


LE Poke 


dz 


puisque la somme w, + Wy +...-+ Um est constante, on yoit que 
le polynome Z,,_, doit étre identiquement mule 


4A3. Le théoréme du n° 439 admet la réciproque suivante (?) : 


Si les deux fonctions doublement périodiques F(u), ®(u), 
admettant respectivement les périodes 2w,, 203, 20,, 204, sont 
liées par une relation algébrique, les quatre périodes se ré- 
duisent a deux, cest-a-dire qu elles sont des fonctions linéaires 
a coefficients entiers de deux périodes. 


Soit, en effet, 
(8) R[F(w), (u)] =o 


Ja relation algébrique entre F(w) et ®(w); on en conclut, en po- 


') Bator et Bouquet, Fonctions doublement périodiques, 1 édit., p. go. 


©) 
(?) Voyes Jorpan, Cours d’Analyse a l’Ecole Polytechnique, 2° édit., t. II, 
p. 344. 
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sant 0 = 2uw), + 2vw,-+ 2nw,, Oly, ¥, 2 sont des entiers, que 
Vona 


(€) R[F (zu), &(u +°3)] = 0, 


comme on le voit immédiatement en changeant d’abord, dans («), 
wen u+2nw,, ce qui n’altére pas F(z), puis dans ®(w+2n0,) 
seulement, wu en u + 22w,+ 2vw',, ce qui n’altére pas ®(w). 

D’ailleurs, on a vu (') que, si les trois nombres 2w,, 20), 20, 
ne sont pas des fonctions linéaires a coefficients entiers de deux 
nombres, on peut choisir les entiers », v, m de facon a rendre 5 
aussi petit qu’on le veut, en valeur absolue. Il en résulte, puisque 
R[F (uw), ®(w + 6)] est développable en série entiére suivant les 
puissances de 6, que cette quantité, regardée comme fonction de 4, 
est identiquement nulle; si lon pose w+ 6—w', Végalité 


R[F(u), ®(u')| =o 


sera vérifiée, quels que soient wu et wv’, et, par conséquent, quels 
que soient F(w) et ®(w'); tous les coefficients du polynome en 
F, ® qui figure au premier membre seraient nuls. 


444, Revenons au cas général et reprenons les notations du 
n° 439; si les deux polynomes B et v étaient identiquement nuls, 
z et ¢ seraient des fonctions rationnelles de y et l’on formerait 
sans peine |’équation entre z et ¢, en éliminant y. Supposons que 
le polynome B ne soit pas identiquement nul, on pourra procéder 
comme il suit: 


De la premiére équation (a), on tire y/ et, en portant dans I’é- 
quation (8), on trouve, comme on I’a vu au n° 438, 
Ree A= ee es) 


GG) Dz?— 2Az2-4 D =0; 


cette équation est entiére en z et y, du second degré en z, du 
mieme degré en y et elle est irréductible. Des deux équations («) 
on tire, en éliminant y’, 

_ b&B—AV + VDz, 


(4) t= OB 2 


Gipie lepasin-wis. 
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le second membre est une fonction rationnelle en y. Si, entre les 
équations (¢) et (q) on élimine y, on formera une équation 


ON(CZ5eo) 0 


de degré m en ¢; les m racines de cette équation, quand on donne 
4 5 une valeur particuliére, sont les m valeurs que prend la frac- 
tion, rationnelle en y, qui forme le second membre de l’équa- 
tion (4), lorsqu’on y remplace y par les m racines de |’équation (¢) 
envisagée comme une équation en y. 

Ceci posé, supposons que l’équation (en ¢) Q(z, t) =o n’ad- 
mette de racines multiples que pour des valeurs particuliéres de z, 
et soit Uy une valeur de w qui fasse acquérir a la fonction 5 une va- 
leur Zo distincte de ces valeurs particuliéres; soient fy, o les va- 
leurs des fonctions ¢, y pour u = uy. L’équation Q (zo, ¢) = 0 ad- 
met la racine simple t= ¢,; d’aprés la théorie de |’élimination, 
les deux équations en y, (¢) et (4), dans lesquelles on remplace = 
et ¢ par Zp et é), n’admettent donc qu’une racine commune, et cette 
racine commune est nécessairement jy); cette racine commune 
unique s’obtient par des opérations rationnelles; ainsi yy) s’ex- 
prime rationnellement en ¢), Uy; le raisonnement s’appliquant a 
toutes les valeurs de w, sauf un nombre fini de valeurs exception- 
nelles dans le parsllélogramme des périodes, on voit que y= pu 
est une fonction vationnelle des et de t; il en est de méme de 


d’ailleurs toute fonction doublement périodique s’exprime rauion- 
nellement au moyen de y, y’; donc(') : 


Sizsett sont deux fonctions doublement périodiques, aux . 
périodes 2,, 23, st zs étant d’ordre m, les m valeurs de t 
qut correspondent a une valeur donnée de z sont en général 
distinctes, toute fonction doublement périodique, aux périodes 
204, 203, Sexprime rationnellement au moyen de z et t. 


(*) Cette proposition est contenue comme cas particulier dans un théoréme 


de M. Weierstrass relatif aux fonctions 27 fois périodiques de 7 variables (Credle, 
t. 89; Okuvres, t. Il, p. 132). 
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445. Ce théoréme s’applique en particulier au cas ot ¢ est la 
dérivée de s (n° 442). Ainsi, toute fonction doublement pério- 
dique est une fonction rationnelle d’une fonction doublement pé- 
riodique arbitraire, admettant les mémes périodes, et de sa dé- 
rivée. Cette derniére proposition, qui est une généralisation du 
théoréme de Liouville du n° 435, est due a Briot et Bouquet. 

Si F(w) est une fonction doublement périodique a périodes 
2.4, 20 3, 1 en sera de méme de la fonction F (w+ ¢) regardée 
comme une fonction de w; la fonction F (w+ ¢) est donc une fonc- 
tion rationnelle de F(w), F’(w); il est a peu prés évident que les 
coefficients de cetle équation sont des fonctions rationnelles de 
F(¢), F’(¢), dont les coefficients ne dépendent ni de w ni de ¢. 
Au reste, il ne subsistera aucun doute dans l’esprit du lecteur s’il 
remarque que F(w+-¢) peuts exprimer rationnellement au moyen 
de p(w+¢), p'(u+¢) par exemple; que, en vertu des formules 
@addition (VII;), ces quantités s’expriment rationnellement au 
moyen de pu, pe, plu, pe, et qu’enfin pu, p’u s’expriment 
rauionnellement en fonction de F(u), F’(w); tandis que pe, p'e 
s’expriment rationnellement en fonction de F(¢), F’(¢), d’aprés 
le théoréme précédent. Ainsi F(u+ ¢) sexprime rationnelle- 
ment au moyen de F(u), F(e), F’(uz), F’(¢). 

En prenant la dérivée de cette fonction rationnelle par rapport 
a u et en tenant compte de ce que la fonction doublement pério- 
dique F”’(w) s’exprime elle-méme rationnellement au moyen de 
F(u), F’(w), on déduit du théoréme précédent que la fonction 
F’(u + ¢) est elle aussi une fonction rationnelle de F (uw), F’(u), 
F(¢), F’(¢). Il en est de méme des dérivées de tous les ordres de 
la fonction F(w + ¢). Les mémes résultats s’appliquent d’ailleurs 
ala fonction F(w+ +c), oc désigne une constante quelconque, 
puisque F (w+ 9c) est une fonction rationnelle de F(w+ ¢) et 
de F’\(u-+ ¢). 


446. Si x —=F(u) est du second ordre, sa dérivée F’(w) est 
égale (n° 433) ala racine carrée d’un polynome f(x) du troisiéme 
ou du quatriéme degré; sil’on pose en outre y—F (¢), s=F(w), 
on en conclut que, si wv, », w sont liées par la relation 


U+eO+w=C, 
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ou c est une constante quelconque, z et Vi (2 T (2) s “expriment ra- 


tionnellement en fonction de x, V//(2), 7; V f(y). Crest encore 
un cas particulier du célébre théoréme d’Abel ('); il se réduit, 
pour w= 0, 4 une proposition due a Euler, sur laquelle nous 
reviendrons au Chapitre IX, proposition qui a été le point de dé- 
part des principaux travaux des Géométres qui ont fondé la théorie 
des fonctions elliptiques. 


447. Revenons au cas général ot F(w) est d’ordre quelconque. 
Comme F’(w), F’(¢) sont liés 4 F(u), F(¢) par des relations 
algébriques 
G[F(w), F'(u)] =0, G[F(»), F'(v)] = 0, 


on conclut, du théoréme démontré au n° 445, qu'il y a une rela- 
tion algébrique 
H[F(u-+¢), F(w), F(e)] =o 


entre F(u +), F(w), F(e), dont les coefficients ne dépendent 
pas de uetde v. 

Quand une fonction F(z) jouit de cette propriété, on dit qu’elle 
aun théoréme algébrique d’addition. Toute fonction doublement 
périodique F(w) a donc un théoréme algébrique d’addition. 

Quand une fonction F(w) jouit de la propriété que F(u + °) 
est une fonction rationnelle de F(u), F(v), F’(z), F’(¢), on dit 
qu’elle admet un théoréme algébrique d’addition univyogue. Toute 
fonction doublement périodique F(w) admet donc un théoréme 
algébrique d’addition wnivoque. 


448. I] convient de rapprocher des théorémes que nous venons 
d’établir dautres théorémes qui peuvent étre regardés comme 
leurs réciproques. La démonstration de ces théorémes repose sur 
des propositions de la théorie des fonctions que nous avons voulu 
éviter. Ce sont eux qui servent de point de départ a Pexposition 
magistrale de la théorie des fonctions elliptiques que M. Weier- 
strass a donnée dans ses Cours a l'Université de Berlin (*). 

La fonction analytique la plus générale, ayant un théoréme 


OEuvres, t. 1, p. 145 (nouvelle édition r188r). 
Scuwarz, Formules, etc., n° 1, 2. 


)) 
C) 
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Vaddition wnivoque, ne peut étre quwune fonction analytique uni- 
voque se comportant aux environs de tout point fini comme une 
fonction rationnelle : elle ne peut avoir, dans une région finie 
quelconque du plan, qu’un nombre fini de pdles; elle ne peut 
prendre, dans cette région finie quelconque du plan, qu’un nom- 
bre fini de fois une valeur déterminée arbitrairement fixée. On en 
conclut qu’elle ne peut étre qu’une fonction rationnelle, ou une 
série entiére, ou le quotient. de deux séries entiéres. On démontre 
Wailleurs que, dans ces deux derniers cas, elle est nécessairement 
périodique; mais les fonctions univoques périodiques ne peuvent 
étre, comme nous l’avons montré (n° 83), que simplement ou dou- 
blement périodiques. 

Les fonctions doublement périodiques ont toutes un théoréme 
algébrique univoque d’addition. Relativement aux fonctions sim- 
plement périodiques ayant un théoréme algébrique univoque d’ad- 


dition, on démontre qu’elles sont des fonctions rationnelles de 
ut 


e® , ot w est une constante; d’ailleurs, les fonctions rationnelles 


de wont évidemment un théoréme algébrique univoque d’addi- 
tion. Ainsi, les fonctions analytiques de wu, ayant un théoréme al- 


gébrique univoque d’addition, sont les fonctions rationnelles de uw, 
ute 


les fonctions rationnelles de e® et les fonctions doublement pé- 
riodiques, lesquelles sont des fonctions rationnelles de pu et de 
pw construites au moyen de périodes convenablement choisies. 

Plus généralement, on démontre que toute fonction analyuque 
qui admet un théoréme algébrique d’addition, dans le sens qui 
a été expliqué plus haut, est une fonction algébrique de w, ou une 


Ul Tt 


fonction algébrique de e ® , ou encore une fonction algébrique de 
la fonction pu construite au moyen de périodes convenables 20,, 


2W3. 


——— 220 — 
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CHAPITRE IV. 


ADDITION ET MULTIPLICATION. 


I. — Théorémes d’addition pour la fonction pw. 


449. Nous avons rencontré, a plusieurs reprises, les formules 
relatives 4 ’addition de’ l’argument dans les fonctions double- 
ment périodiques. Nous allons maintenant nous occuper plus 
spécialement de cette question. 

Rappelons @abord les formules (VH;) établies & nouveau au 
n° 396, et d’ou l’on déduit immédiatement les relations 


| CC 2, 0 (U0) pes ant 
pu—pa 
(CI) | 
RC gin eee 
| C(u+a)—C(u—a)—2FCa= onerr 
plu+a)+p(u—a)—apu =P BP MPN pa) 
(CIIT,) P Pa) 
EAS le ee ee 
p(u+a)—p(u—a)y= ere 
= pu—pe , p’u i pupa 
(CITT; ) es pu] piu 2p'u 7 2) Pith = pa 
— \ Pa—pu pia. 
= Psa aaa Fos ae 


La quantité 


= 2 py” me 
(Ue ep eee ie 2pu(pu—pa)?+ p2u—p"u(pu—pa) 
(pu—pa)* 


est symétrique par rapport a w et a, et c’est une fonction paire 
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de w et de a; le second membre doit pouvoir se mettre sous une 
forme qui mette ces propriétés en évidence; en exprimant tout 
en fonction enuiére de pu, développant et réduisant, on trouve, 
pour le numérateur du second membre, 


2pap2u+r2ptapu— Fs s2pu—t gopa— g3; 
on a donc 


_ (pu+ pa)(2zpapu — + 82) — &3 
re (pu—pa) 7 


p(u+a)+p(u—a) 


Cette équation, avec la seconde des équations (CIII,), conduit 
immédiatement au résultat suivant : 


(pu+tpa)(2pupa—tg.)—g3— pupa 
+a)= 25 Paes : 
(CIII,) p(u+a) apoE 


Le lecteur établira sans peine, au moyen de ces formules, les 
relations (') 


(5) p(uxta)+putpa= (baer ae 


LN 
Cit INS 
( ) (pupa + 2) + gs(pu+pa) 
ate 4 
(6) p(@--a)p(u—a)= ort > 


puis la relation | 


2 
2 (pupa =) +223(pu+pa) 
| 


Cd re (pu+pa)(2pupa—igs)—g3;-pup a’ 


qui, pour w= a, donne 


(CIII-) Ge = 


. : . . u . 
Ainsi pu est une fonction rationnelle de p (=) » donc aussi de 
u : : ee ‘ 
p (=) ot m est un entier positif quelconque; c’est la un cas 


gm 


particulier d’un théoréme que nous établirons dans le paragraphe 


(‘) Voir Scuwarz, Formules et propositions pour l’emploi des fonctions 
elliptiques, traduction de M. Padé; article 12. — Crest a cette edition francaise 
que nous renverrons dorénavant. 
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suivant. En faisant w =a dans la formule (CII; ), on a immédia- 
tement cette seconde expression de p(2u), 


I pu 
(CII; ) PC) Sep Urea pad 
450. Si l’on pose, pour abréger, 
(Utes) Vo PiU ee ee 


5) 
2 pu—pa 


on peut écrire les relations (CIII;), (CIII;), (VI; ), 
(@—pa)(y—pa)= - p'a—sp'a, 


dz \? 
o+y = 22—pa, (wy = (FE) 


en éliminant a et y entre ces trois relations, on a 


dz \?2 ; 
Se |) Ss PSO FE) 0 Xp S58 he 
(=) 622pat+ 4zpa+topa 2p a 

Nous savions déja, parle théoréme de Liouville(n° 433), que toute 
fonctions doublement périodique du second ordre de la variable w 


du 
f(s) est un polynome du troisiéme ou du quatriéme degré en ¢; 
nous connaissons maintenant la forme particuliére de ce poly- 
it piu—p’a 


nome pour la fonction s = -— ——*—-; cette forme nous sera 
2 pu—pa 


, 02 , = = , ! dz 2 ‘ 
vérifie une équation différentielle de la forme (=) == f(S), Ou 


utile plus loin. 


451. Considérons la fonction de uv 


TS peeesp ze 
s(uy=|r pa pal, 
[1 pb p'b 


ota et b sont des constantes. Il est clair que f(w) est une fonc- 
tion doublement périodique du troisiéme degré et que o est un 
pole triple, sauf dans le cas ot le coefficient de p’w s’annule, 
c’est-a-dire sauf dans le cas ot l’on a 


26 (modd. 21, 203); 
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excluons ce cas pour le moment; la somme des zéros dans le pa- 
rallélogramme des périodes doit étre congrue a la somme des 
poles, c’est-a-dire 4 0; puisque a et b sont des zéros distincts, il 
faut que le troisiéme zéro soit — a — b; on en conclut l’égalité 
importante 


lt p(a+b) p(a+b) 
(CIIIs ) I pa pa =, 
: I pb pb 


ou, sil’on veut, le théoreme équivalent : la congruence 


a-—b-e=0 (modd. 2w;, 23) 
entraine Végalité 

eas 

JO 50) 2 || == Oy, 


i joe jee 


Cette égalité subsiste évidemment si l’on a b=; elle n’a plus 
de sens si l’on suppose 6 = — ¢, puisqu’il faudrait alors qu’on ett 
a = 0, en vertu de la congruence supposée. 


452. Observons encore que, d’aprés le n° 391, on peut écrire, 
en conservant a f(z) la signification du précédent numéro, 


Si = @) OCH =D) 24 SG = (0) 


jG) = , 


oF u 


pourvu qu’on n’ail pas a= + 0; on déterminera la constante C 
F : I , 
en égalant les coefficients de ss dans les deux membres dévelop- 


pés suivant les puissances ascendantes de w, savoir : 


vp Oe) 


2(pb—pa)= Sactb 


our le premier, et 
P P Cogcho(aeb) 


pour le second; on en conclut la valeur de Cet la relation 


ee 20¢(a—b)s(u—a)s(u—b)ce(u+a+b) 


aczxbhbotu 


iL pa pal|=— 


( pb pb 
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Il est bien aisé de vérifier que cette identité subsiste dans le cas, 
que notre démonstration exclut, ou @ serait congru a b, modulis 
201, 20 3. Si, dans cette identité, on suppose a = 0,, b= 3, en 


se rappelant que l’on a (VII,) 


—s o(W,— W3 ) OW. 
F204 52 W3 


PW3— PW, = ? 


il vient 
o(u—w,)0(U— 2) F(uU— 3) 
TO), OW, 73 63U 


[1 SD 


C’est de cette égalité qu’on a déduit, au n° 98, ’équation diffé- 
rentielle a laquelle satisfait la fonction pw. 


453. SiVona 
a+b—+c=o0 (modd. 20, 203), 
le déterminant 


est nul; si donc on exclut le cas ot. l’on aurait pa=pb=pe, il 
existe deux nombres (') A, u, tels que l’on ait 


pa=Apa+p, 
(a) pb=hpb+p, 


preo=Ape+up. 


D/ailleurs les couples de quantités p'a, pa; p'b, pb; p'e, pe, 
mis respectivement a la place de X’, X dans l’égalité 


vérifient cette égalité. Les quantités pa, pb, pe vérifient ainsi 
Péquation 
CO SaaS aa ©. Clr 2p Gr re 


si donc, comme nous le supposerons dans la suite, deux de ces 
quantités ne sont pas égales, on aura identiquement 


4X9— 2X2 — (go + 24) X — (s+ w) = (XK — pa)(X — pb)(X — pe), 


(') Vor WatruEeN, Théorie des Fonctions elliptiques, t. 1, p. 30. 
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c’est-a-dire 


pa po pe=+ 22, 
(8) pbpe+pepa+tpapb=—1(g.+ ahp), 
J pc} pap ri Us) 
papbpe= 7 (83+ p?). 


En remplagant dans ces égalités 4 et par leurs valeurs tirées 
des équations («) qui donnent 


(CHEy) = Pope _ pie—p'a _ p'a—p'b 


pb—pe pe—pa pa po 


_ pbpie—pep'b _ pep'a—pap'c _ pap'b—pbp'a 
sq pb—pe mA pe—pa a pa po 


p- 


on obtient une série d’identités qui toutes seront des conséquences 
de la congruence 
at+b+c=o (modd, 20;, 203), 


et parmi lesquelles figurent en premiére ligne celles-ci 


Ect Pano \e Ll renee s pra—p'b\2 
pat pb+po=7 (pe | (Ee ae | { 


qui équivalent évidemment a Pégalité (CHI;), dans laquelle on a 
pris les signes supérieurs. 

On a supposé que deux des quantités pa, pb, pe nétaient pas 
égales. En tenant compte de la continuité, on voit de suite que si 
Pon suppose deux de ces quantités, mais non trois, égales, celles 
de ces égalités ou ne figure pas un dénominateur nul devront sub- 
sister. 

Si l’on élimine ) et » entre les trois équations (8), on parvient 
a Pégalité 
(0 18) 
(CII y0) pbpe+pepat+papb+ i 

=(4papbpe— gs)(pa+pb-+ pe), 


qui est encore une conséquence de la congruence 
at+b+c=o (modd. 20, 203), 
et méme des diverses congruences 


Ga= eC 0, 
T. et M. — III. 


~J 
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puisque les deux membres ne changent pas quand on y change 0 


OMe lt —=— Mow =e. 


454. Nous nous contenterons de citer les relations suiyantes, 
que le lecteur établira sans peine en se reportant au type le plus 
eénéral d’une fonction doublement périodique donné au n° 391 
et aux formules (CIII,,), (VII,), relations qui ont leu quels que 


soient a, b,c, 
i (4papbpe—gs)(patpb+pe) 
_ (pope+pepa+papd+ #2)’ 
4 

c(at+b+ec)c(a+b—c)c(a—b+e)o(—a+b+c) 

stash se ; 
= —(pb—pce)y[pa—p(o6+c)][pa—p(b—e)] 
= —(pe —pap[pob—p(e +a)][pbob—p(e—a)| 
=—(pa—pbyp[pe—p(a+6)|[pe—p(a—d)]. 


Gills) 


Signalons aussi Pégalité 


pa—pb  pe—pid “up (a + b) =p (ed) 
pa—pb Pepa wpa) pce) 
p(a+e)—p'(b+d) 
Dacre =p (ose) a 


CIT jh, 
( i pia—p'e p'b—p'd 


_ pa—pe pb—pd 


quia lieu quels que soient a, b, c, d. Elle se déduit immédiate- 
ment de Pidentité que l’on obtient en remplacant chaque fraction 
par la différence des fonctions ¢ a laquelle elle est égale, d’aprés la 


premiére des formules (VII; ). 


455. Nous allons (') maintenant établir le théoréme général 
dont les égalités (CIII,), (CII) sont des cas particuliers. 
Si on pose 


1 9) FoCip~ooa lao, 
f (n—1) 
3 Oe ook ae uy 
Win, Gig ocay tip) = : 
i HO HY boo (OOD) Os, 


et si l’on regarde cette fonction comme une fonction de wo, elle 


(‘) Voir Kierert, Journal de Crelle, t. 76, p. 21. 
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n’admettra dans le parallélogramme des périodes qu’un seul pole, 
le point 0, et ce pole sera d’ordre n+ 1; ce sera donc une fonc- 
uon doublement périodique, d’ordre n +1, si toutefois, comme 
nous le supposerons d’abord, le coefficient de p'?~') wy), que l’on 
peut représenter par (—1)"f,(U1, Us,~--, Up), n’est pas nul: 
Ji (Us, Us, +++, Up) est un déterminant de méme nature que fy. 
Ce déterminant fo, regardé comme une fonction de wy, a un pdle 


unique dans le parallélogramme des périodes: ce pdle est congru 


4 ¢ I a 
a zéro; le coefficient de aE? dans le développement suivant les 
; 


puissances ascendantes de uw, est 


(Sera Ain Was oben U)e 


Uy, Ug, +--+, Un sont n zéros incongrus de fy, le (nm +1)*™® zéro est 


donc —(u,-+ Uz-+...+ Up), en supposant que cette quanuté ne 
soit pas nulle: par suite (n° 391), on peut écrire 


O (Uy — Uy) O (Ug— Up)...6 (Uy— Uy) S (Up Uy +... +p) 
ot+l Uy ‘ 


Ui Con ceate Con) — Co 


C, ne dépendant pas de wy; on trouve la valeur de wy en égalant 


I 


les coefficients de sire dans les développements des deux mem- 
0 


bres, suivant les puissances ascendantes de wo; on obtient ainsi : 


Ae a O (Uy — Un) F(Uy— Up)... T(Un— Up) F (Up + Uy +... + Up) ee 
ee ; GP+1 Uy F Uy FU.» .FUn F (Uy t+ Ug+...+ Un) gen 


en traitant le déterminant f, de la méme facon que fy, en conti- 
nuant toujours de la méme facon et en observant que l’on a 


Tne = 


I Pp ( Un—1) o (Up— Un =i) (Un + Un—) 
— = I 
I p(tn) CU Orn 4 


on obtient une suite d’égalités qui, multipliées membre 4 membre, 
donnent : 
J (Uy + Uy t+... + Un) qT] Oo (Ug — U8 ) 


? 
ott Uo ont Wrco 6 ttl Up 


(CW. )s fos (— 1) 21 


ott le produit est étendu & tous les systemes de nombres (2, 8) 


formés par chacune des combinaisons des nombres 0, 1, 2, ..., ” 


Univ. of Arizona Library 
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pris deux 4 deux, dans lesquelles le premier nombre est toujours 
supérieur au second. A la yérité, cette démonstration suppose 
qu’aucune des sommes U,+ Ug... Un, Ug+ Ug t+... + Un, +, 
Un—1—+ Un, Un nest congrue a zéro modulis 201, 203; mais la 
considération de la continuité montre que la formule doit sub- 
sister, pourvu qu’aucun des nombres Uo, Wy, U2, .-., Un ne soit 


congru a zéro. 


II. — Multiplication pour la fonction pu. 


456. La formule précédente peut se transformer en supposant 
que quelques-unes des quantités Uo, Wy, ».., Un tendent vers une 
méme limite; nous supposerons par exemple qu’on y fasse 


Uys The UW=u+h, Paes Thy = De iio 


et que / tende vers zéro. 

Observons d’abord que si l’on considére un déterminant dans 
lequel les éléments d’une colonne sont a, a), ..., a, on peut 
remplacer ces éléments par les différences 


0, 
a,— &, 


d,—24,+ a, 


An : Aan—1-+- — Big ae eh (— 1)" ao, 


pourvu qu’on fasse la méme chose sur les autres colonnes; si l’on 
effectue cette transformation sur le déterminant fy et si l’on re- 


marque que Pexpression 


9 (u+ nh) “9 [w t(n—1)h] 


OS -(n—2)h]+...+(—1)"9(u), 


développée suivant les puissances enticres de h, fournit comme 
premier terme A” 9") (w), on voit de suite que le premier terme du 
développement, suivant les puissances de h, de 


fo(u, u+h, u+ah, ...,u+nh), 
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n(n-+1) 


af 
sera le produit de 2 par le déterminant 


(OU Sc0 (Oa 
P eu 1) wh ase oleae 
pi Up ry Ton perv) Uu 


D’un autre cété, le second membre de l’égalité (CIM,;), si Pon 
ne tient pas compte du facteur numérique qui est en avant, se ré- 
duit a 

o[(n +1)u] o"(h) o?-1(ah) o?-2(3h)...62[(n —1)h] o (nh) 
CA w oer h)\or 4 (u-= oh)... 64 (wu - nh) 


et si Von remarque que la limite, pour h = 0, de 


SCRA 2 ao (Ne) Oh) oe t(ah) o(nh) 
n(m+1) — fy (2h)e-1 i te nh Fe 
h 2 

est évidemment égale a1! 2! ...7!, on voit que, en égalant dans 
les deux membres les coefficients de la plus basse puissance de h, 
o[(n+1)u]. 
oni? ( y) 2 
n—1, nous écrirons le résultat sous la forme suivante: Posant 


on obtient l’expression de apres avoir changé n en 


o(nu) 
(CIV ;) Wr(u) = ou)’ 
ona 
piu WU ssn joey 
. (—1)r-1 pu OB oan jw 
v2) ODS eee ag emegTeT oe vise Ce ys 
= MOU non FORO 


A57. Cette formule mérite de nous arréter quelques instants. 


D’aprés sa définition, et les propriétés élémentaires de la fonc- 
tion o, le premier membre est une fonction doublement pério- 
dique, d’ordre n?—1, admettant o comme pdle multiple de cet 
ordre; elle est donc, suivant que n est impair ou pair (n° 436), 
de Pune ou de l'autre des deux formes A, Bp’ u, en posant 


A= ay y2V ev == aye rw-1 4, .- + Aay2toy (n ==" y a= li) 


B= boy ates by yV-3 SEU SS Boy2—5 (n = QV); 
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y est mis a la place de pu, eb dy, Gy, «++, Aay*+2v3 Do, Oy, «+, Baya, 
sont des coefficients numériques quel’on peut déterminer en déve- 
loppant les expressions précédentes suivant les puissances ascen- 


dantes de wu et en identifiant avec les développements analogues 


o(nt) o(ntu) 


your ——— et pour ——~_——.- On trouve ainsi aisément 
on (uw) | puo(u) 


Ay=n, Avi 08 By = — —> Bion 


Dans tous les cas, W?(w) est un polynome en y dont le premier 
DErMevest 1.2 V7 «1c 


458. Proposons-nous de former autrement les polynomes Aet B. 
Les zéros de W,,(w) sont simples et s obtiennent en donnant a cha- 
cun des nombres p et g, dans la formule 


2 P04 2 03 
uw >= OS 


n rare ap,q> 
n valeurs entieres quelconques telles que la différence de deux 
d’entre elles ne soit pas divisible par n, et en excluant toutefois 
Ja combinaison pour laquelle les deux nombres p, g seraient tous 
deux divisibles par n.. Si Von pose, comme au n° 372, 


2pH,+2gu 
ce ee 


= ) 2P M+ 247s 
bp,g(%) = D ais é 5 ? 
2, PW 2g Ws 
om oy ca) leat Het Bboy ae) d as 
Vv 
le produit 
a) 
i i dbp,g(%), 
(p,q) 


oul p, g prennent les systémes de valeurs qu’on vient de dire, ad- 
met les mémes zéros et les mémes pdles: c’est une fonction dou- 
blement périodique, comme il résulte trés aisément des for- 


= . rps I 
mules (XII,), et, comme dans ce produit le coefficient de —— est 
a 


(—1)?~“t==(— 1)"-', tandis que dans W,(w) il est éeal an, il est 
clair qu’on a, dans tous les cas, 


, 


(= 1y?—-1W, (w) = TT’ dep .g 


(Ps 7) 
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en écrivant, comme nous le ferons dans la suite, p,7 a la place 
de bp g(u). 

Si n est de la forme 2» +1, on pourra prendre pour p, g les 
valeurs —y, —v-+1,..., —1,0,1,+.-, v—I, Y, en-excluant 
la combinaison p = 0, g=o0. On est amené a grouper dans le 
produit les facteurs tels que dans l’un les indices soient les mémes 
que dans l’autre, changés de signe, de maniére 4 pouvoir utiliser 
la formule (VH,). Ce produit s’obtiendra, d’une part, en groupant 
les termes pour lesquels p est nul, ce qui donne 


hoe g.cbooeg = Tl (pu — pao,q); 


g=}1 


d’autre part, en prenant deux lignes de facteurs pour lesquels p 
ait des valeurs égales et de signes contraires, ce qui donne 


Vv 


v 
: i ao p,q clo p,—¢ = / i (pu — papq); 


q=—-Vv q=-V 


et en donnant ensuite les valeurs 1, 2, ..., v a p. En résumé, la 
fonction W,,,,(w) est ee par la fonction entiére en pu 
es ae d 


de degré v-+[v(2v +1) ] = —— que voici 
p= q=t 
(CIV3)° Wayii (@) = (2V +1) Tl (pu — Pp ao,q) I] Il (pu— pap.q)- 
qz=t pHi q=-v 


Quand nest pair, on peut, en posant n = 2v, donner ap, q les 
valeurs —y-+1,..., —1,0, +1, ..., ¥—1, y, en excluant tou- 
jours la combinaison (0,0). On groupera exactement de la méme 
facon les facteurs pour lesquels aucun indice n’est égal av, et ce 
groupement fournira y—1-+ (y —1) (2v —1) = av (v—1) fac- 
teurs du premier degré en pu. Il restera a effectuer le produit 


v—1 v—1 
dboy,y dhoo y dloy,o [ f dbo piv clo p,y i i dby,g aboy, —¢- 
p= Gia ’ 
Mais ona 
f a ane 
dboy,o == E105 oloy,y == 620 ology = S30is 


et, par suite (XI; ), 


dboy y ohoo,y dhoy,o SS Di oy he 
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(ailleurs, on a encore 


Asp ycv—p,y = ohop,y dlo—_p,-y = PU — P(3 ++ Apo), 


dey goley—g = PU— P(M1+ Ao,q); 
et l’on voit finalement que, lorsque n est égal 4 2v, ona 
(aIV,) W(t) =p UB, 


ot B est la fonction entiére en pu de degré [2v(v—1)]+ 29 —2 


2 
2 
ou : que Voici 
ae g=v-1 (Se! qer +(v—1) 
B= 4yv j H [pu — p(m3+ ap,0)] [ | [pu — p(Mi+ 4,9) i \ [ i (PU— P4p,q)- 
joys g=1 p=1 qa=—\v—1) 


On reconnait aussi aisément que l’on a toujours, que 7” soit pair 
ou impair, 


iO 
(CIV) wa(uy=n [TT (pu—pap,a), 


(P,q) 


en supposant que p, g parcourent séparément un systeme de n va- 
leurs entiéres, telles que la différence de deux quelconques d’entre 
elles ne soit pas divisible par n, en excluant la combinaison ot les 
deux valeurs de p, ¢ seraient divisibles par n. 


459. L’expression (CIV.) de W,(w) n’est pas commode pour 
obtenir explicitement les fonctions enticres A et B de pu. Mais il 
est aisé de trouver une relation récurrente qui permette de calculer 
de proche en proche ces expressions. 

Si, dans l’équation (VII,), on remplace respectivement a, b, 
c,u par au, Bu, yu, du, ou a, 8, y, 6 sont des nombres entiers, 
puis que l’on divise par une puissance de ow dont l’exposant soit 


(Bop iy)t 5 (B= 4)* aCe 8A ata 0)? = og? eae toe) 
il vient 
Wey Way Ward Wo-3-+ Vyia Wyo W'p+5V6—8+ Var g Vag V8 V3 = 0; 


de cette formule, on peut en déduire plusieurs autres propres au 
calcul de nos polynomes. Si, pour un entier négatif ou nul quel- 


ADDITION ET MULTIPLICATION. 100 


conque r, on pose encore 
o(nu) 


acm aay 


TEV IU OMI =r) iyn i= 070) 0 == 15. 0 Ox 
Winn Wim—n aS Wnt Wmn-1 Ww? a Writ Wr—1 V4, 
puisque, comme on le vérifie aisément, ona 
Ye Ua W105 Lea 
en prenant m= n-+1, on a donc 
Won+1 = Wri v3 a Wr-4 Neen 5 
de méme, en changeant m enn+ 1 et nr en n —1, on trouve 
Po, Po= (Pr+e Wee = Wyo Whi) Pn- 


Ces diverses formules permettent de calculer les polynomes V, 
quand Vindice est supérieur 4 4, au moyen des polynomes d’in- 
dices inférieurs ; W, est égal A — p'u, W; et W, se calculeront di- 
rectement au moyen de la formule (CIV,), en tenant compte des 
expressions (XCVII) des cing premiéres dérivées de pu en fonc- 
tion des puissances de pu. 

On trouvera, dans le Traité des Fonctions elliptiques dHal- 
phen, des procédés intéressants qui permettent d’abréger beaucoup 
ces calculs. 


460. Il est maintenant bien aisé d’obtenir p(nw) au moyen de 
la fonction W,(w). En effet, la relation 


o[(n+1)u]o[(r—1)u] 
CE) es) 


p(nu)—pu= 


donne immédiatement 


= Wt ( uw) Wn—1 ( u) 
(CIV, ) p(nu)—pu= Wa (w) ) 


et lon a, par conséquent, p(nw) en fonction rationnelle de pw 
pour tout entier positif n. 
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IlI. — Théorémes d’addition pour les fonctions £, sn, cn, dn. 


461. Nous avons donné aux n° 405-406 les formules d’addi- 
tion pour les fonctions €, sn, en, dn. Le procédé suivant, ott tout 
ce qui est essentiel appartient (') a Abel, permet d’obtenir, 
pour ces fonctions, le théoréme d’addition sous une forme trés 
générale, dot le lecteur tirera sans aucune difficulté les formules 
que nous venons de rappeler. | 

Soit y = &(w) Pune quelconque des fonctions Caesar ce) 
Ega (tw), et soit s = y?. Il est clair que expression 

&(z)= F(z) + 2' f(2), 
ot. z’ est mis a la place de rel on F(z), f(s) désignent des poly- 
du G 2 

nomes enters en 4, des degrés respectifs n et m — 2, est une fonc- 
tion doublement périodique 4 périodes 2,, 23, qui n’admet 
qu’un pole dans le parallélogramme des périodes, a savoir, le pédle 
de la fonction § que désigne y; ce sera soit 0, soit wz; ce pole est 
W@ordre 2n; c’est aussi l’ordre de la fonction doublement pério- 
dique. La somme des affixes des pdles (confondus) de ®(z) est, 
dans tous les cas, congrue 4 0, modulis 2w,, 23; il en est de 
méme, par conséquent, de la somme des affixes des zéros. Si donc 
on détermine les 2n coefficients des polynomes F(z) et f(z) de 
fagon que ®(z) s’annule pour les valeurs w,, wy, ..., Uan_4 al- 
tribuées a uw, ou, si l’on veut, pour les valeurs 3,, 32, .- +, 32n—1 
atlribuées az, cette méme fonction s’annulera pour la valeur 


ig i —— 9 alte Oi at 


ou pour la valeur correspondante 3», attribuée a s. Les valeurs 


des coefficients de F(z) et de f(z) s’obtiennent aisément sous 
forme de déterminants. 


—e 


(1) Voyez: ABEL, OFugres, 2° édit., t. I, p. 532. — Brioscul, Comptes rendus 
de l’ Académie des Sciences, t. LIX, p. 999. — CayLey, Journal de Crelle, t.4\, 
p. 97. — GUNTHER, Journal de Crelle, t. 109, p. 213. 
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Ceci posé, la fonction 


W(2) =[F(s)}?—2"[f(«)) 


est un polynome en z de degré an. En effet, 2’? est un polynome 
en z du troisiéme degré, comme il résulte du théoréme établi au 
n° 433, el comme on le vérifie sans peine au moyen des formules 
qui donnent les dérivées des fonctions §: ce polynome du troi- 
siéme degré est évidemment divisible par zs. Par suite, si l’on dé- 
signe par @ et a, le premier et le dernier coefficient de F(z), le 
premier et le dernier coefficient du polynome W(z) seront respec- 
tivement a> et az. 

Mais les valeurs de z qui annulent W(z) sont 2,, 32, .--, Z2n et 
Von a 


Ws) = a2 (3 = 2) (4 — 4a)... 


@ot Von tire une série d’identités en égalant les coefficients des 
diverses puissances de <; en particulier, si l’on suppose z = 0, on 
aura 


el, par suite, en extrayant la racine carrée 


An 


2 
Ay Vi lV2-++ V2n-1 


E( uy + Ugt..- + Uan—1) = 


Viy Vo, +++) Yon Stant mis a la place de §(u,), §(u2), 
§(tU2n_1)} ON a ainsi exprimé le premier membre en fonction ra- 
tionnelle des quantités E(w), E( us), ore E (ton), S' (a), 

Eh ay)s comme il résulte évidemment de la forme de dp, a et 
decerque Vontaz —o.5(w) e(u) = 2 yy". 


A462. Tl est d’ailleurs aisé de mettre en évidence dans a,» le facteur 
ViNo+++Van_1 et de déterminer le signe qu’il convient de prendre 
devant le second membre. Tout d’abord, on voit que, en faisant 
abstraction des signes, (wu, + UW) +..-+ Usn_s) se présente sous 


A . : ; 
la forme du quotient 5 de deux déterminants A, B de Vordre 


2n —1; les lignes de rang r de ces déterminants s’obtiennent en 
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remplacant w par u, dans 


Ul 


In— In— ey 2n—6 1 
We 1, yee oF Soa ey yen LEG Pee Mig comon fe 


et dans 


ié 


, = t 
yr, y2n—', SaaS alte yrs y ; wen ay yh omy. YAIed 


. . A . oo et 
Quant au signe, il se détermineaisément |en supposant y= Sou (u)], 
si l’on imagine que les quantités w,, U2, ..+, Wan_s Solent infini- 
ment petites du premier ordre; le terme principal de 


Eo (U4 + Ug ee. + Ugn—1) 


est alors uw,-+ Ug+...+ Uon_,; les éléments, réduits 4 leurs 
parties principales des lignes de rang r dans A et dans B, se ré- 


duisent a 


Type DROS, Se ory oe A) UO, wee, Se ii, 


27%—2 2n—3 2n—5 
UO tee Oe Ue on aa 


octane 
Les suites 
Di 1, QW 3, mews, 15 HOA DA, 4669 Dh 


2N—2, 2N—4, ..., 0, Mis — ey Wi Dy eho Ul 


présentent respectivement 


I+2-3-+...t+nm—2 et 1--9 + 3-...4+n—I1 


inversions, si l’on convient de dire que deux termes présentent 
une inversion lorsque le premier de ces termes, en commencant 
par la gauche, est plus petit que le second; on en conclura faci- 
lement que le premier déterminant est égal au second multiplié 
par (—1)?~1 (uy + Ua+...+ Usps); On a donc en général 


bog (Uy Ug t...+ Ugn—1) = (—1)?-! a 


463. On reconnait de suite que le rapport = quand on rem- 
place 9, ety, par hy, Ay, se reproduit multiplié par ); daprés 
cela, en se reportant aux formules (LX), on voit que, si l’on 
ajoulte wy a chacune des quantilés w,, Ws, «++, Won—1, Pégalité 
prend la forme 


Eo ( Uy Ug +e. Ugn—1) = (—1)?-! rey 
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en supposant que, dans A et dans B, y;, vy, représentent 49 (w;), 
yoni sul on ajoute au contraire wg a chacun des arguments w,, 
Ula, «-+) Ugn_1, On trouve de méme 


ool 


EyQ( ty + Ug... + Ugn-1) = 53 


. 


cette fois, dans les déterminants A et B, y, et y, représentent 


EyB Ur, Syg Ur. 


Enfin, on a de méme 


A 
SM (Uy + Ug +...-+ Ugn—1) = (—1)"-! we 


% 


en (Uy + Ug+...+ Uagn—1) = 


dn ( ty - Ug +... + Ugn—1) = 


cle Ble 


ou, dans A et B, 7, et v7), représentent respectivement sn u,, sn! U;, 
CH weil Ait, ON Urs 

Comme on peut supposer que Wz,_, est nul, les formules pré- 
cédentes sont générales. 
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CHAPITRE V. 


DEVELOPPEMENTS EN SERIES TRIGONOMETRIQUES. 


I. — Développement de log3(), de ses dérivées et des fonctions 
doublement périodiques ordinaires. 


464. On a vu l'importance des développements des foncuons 
S(v) en séries trigonométriques, séries qui procédent suivant les 
sinus ou les cosinus des multiples de yx et qui mettent en éyi- 
dence les propriétés essentielles de ces fonctions. Les développe- 
ments en séries trigonométriques que nous donnerons dans ce 
Chapitre ont également une grande importance, surtout dans les 
applications de la théorie des fonctions elliptiques; mais ils pré- 
sentent, pour la plupart, un caractére trés différent de celui des 
séries relatives aux fonctions 3(v): ces développements, en effet, 
ne sont plus convergents pour toutes les valeurs imaginaires de 
Pargument. 

Nous nous occuperons d’abord de quelques-unes de ces séries 
qui se déduisent immédiatement des formules relatives aux fonc- 
tions S(¢) : elles concernent les logarithmes de ces fonctions et 
leurs dérivées logarithmiques. 


465. Commencons par rappeler la définition de la fonction élé- 
mentaire log sing. 

Les diverses déterminations de cette fonction sont réguliéres 
pour tous les points ¢ qui n’annulent pas sin ze, c’est-a-dire pour 
les points dont l’affixe n’est pas un nombre entier. Les points 
pour lesquels la fonction n’est pas réguliére étant tous rangés sur 
Vaxe des quantités réelles, il est clair qu’on peut définir la fonc- 
tion logsinzy comme fonction holomorphe de ¢, soit dans la 
partie supérieure du plan, soit dans la partie inférieure. 
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Envisageons en particulier la détermination principale de la 
fonction log sinze, c’est-a-dire celle pour laquelle le coefficient 
de ¢ est compris entre — zx et +7; elle sera définie dans toute 
région du plan de la variable » ne contenant aucun point » pour 
lequel sinze soit négatif ou nul; or si l’on pose» =a+bi, oa 
et 6 sont des nombres réels, on aura 


sinty = sinnachzb+ icosnashnb; 


pour que sinz¢ soit réel il faut done que @ soit un multiple im- 
pair de § ou que 6 soit nul; pour que sinze soit négatif ou nul il 
faut, dans le premier cas, que @ soit un nombre pair diminué de}, 
dans le second cas, il faut que le plus petit entier inférieur a a 
soit impair. Done, la détermination principale de logsinzy sera 
définie dans toute région du plan de la variable ¢ limitée par les 
paralléles menées a l’axe des quantilés purement imaginaires par 
les points dont les affixes sont de la forme 2n —4, oi n est un 
enter quelconque, et par les segments de l’axe des quantités 
réelles joignant chacun des points dont l’affixe est un nombre en- 
lier impair quelconque, au point dont l’affixe est le nombre pair 
qui est plus grand que lui d’une unité. Les paralléles a l’axe des 
quantilés purement imaginaires sont perpendiculaires a ces seg- 
ments, en leurs milieux. 

Ceci posé, nous définirons de la maniére suivante une fonction 
de ¢ que nous désignerons par Is(¢), qui sera holomorphe tant 
dans la partie supérieure du plan que dans sa partie inférieure, 
mais pour laquelle l’axe des quantités réelles jouera le rdle de 
coupure, sauf toutefois entre les points 0 et 1, de sorte qu’en deux 
points de méme affixe, appartenant l’un au bord supérieur, l’autre 
au bord inférieur de la coupure, les valeurs de Is(¢) seront diffé- 
rentes. 

Dans celle des régions précédemment définies ot se trouve le 
point $, Is(~) sera, par définition, identique a la fonction holo- 
morphe de ¢, représentée par la détermination principale du loga- 
rithme de sinzy; les valeurs de Is(¢), lorsque l’on est sur les 
limites (A) de cette région non situées sur l’axe des quantités 
réelles, seront fixées par continuité, en approchant de ces limites 
depuis l’intérieur de la région; dans la partie d’une région con- 
tigué située soit au-dessus, soit au-dessous de l’axe des quantités 
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réelles, nous prendrons ensuite pour la fonction Is(¢) celle des 
déterminalions de la fonction log sinv, holomorphe dans la partie 
de région envisagée, dont la valeur tend, quand on s’approche des 
limites (A), vers les valeurs de Is (v) déja définies sur (A); la fone- 
tion Is(¢) est ainsi définie dans une région contigué a la premiére 
et sur les limites de cette région : on procéde ainsi de proche en 
proche. 
On peut encore définir la fonction ls (y) par la formule 


en supposant que le chemin d’intégrationne traverse pas la coupure. 

Le Tableau suivant, ot n désigne un nombre enter, ou ¢ est 
supposé mis sous la forme a+ bz, a et b étant réels, et ot les 
logarithmes sont toujours supposés avoir leur détermination prin- 
cipale, donne la définition précise de la fonction Is(¢) a laquelle 


on parvient ainsi. 
I. Partie supérieure du plan, b> 0. 
4n—t 4n+3 : é 
Se tO ee Is(v) = log sinnv —2 nn, 


a= ——» Is(v) = log chab — (2n —1)TU. 


Bord supérieur de la coupure, b =o. 


ON aA aaIn- 1, Is(v) = log sinna —anzi, 
ea OY On Is(v) =log|sinna|— (2n +1) 70. 
(CV;) 
Il. Partie inférieure du plan, b <0. 
he fs 3 
47 —t1 }7~+9 & 
ie ee Is(e) = log sinzy + anni, 
"A 
Le —— I * 
a rere, Is(¢) = log chrb + (2n—1)zU. 


Bord inférieur de la coupure, b= 0. 
| INK aAKAN+1, Is(¢) = log sinna+ anzt, 


|an+i1<a<2an+2, Is(v) = log | sinna|+(2n +1) ri. 


DEVELOPPEMENTS EN SERIES TRIGONOMETRIQUES. 113 


Les valeurs de Is(¢), tirées de I et de II, coincident le long de 
Vaxe réel sur le segment qui va du point 0 au point 1, et, eneffet, 
ce segment ne fait pas partie de la coupure qui comprend seule- 
ment les deux parties de l’axe des quantités réelles allant de o a 
—oetdera+o. 

On observera que l’on a toujours 


Is(y +2n)=Is(¢) = anni, 


en prenant le signe supérieur ou le signe inférieur, suivant que 
Pon est dans la région supérieure ou inférieure du plan. 


466. Posons maintenant 


no n=o 
[oye | [Cee cosany + gin) = | J i gen eter) (1 — gt e20n1); 
i n=1 


4 
on aura, en désignant par A le nombre 2g%q » qui ne dépend 
pas de 9, 
41(9|t) =Asinze f(¢), 


d’ou, en prenant les dérivées et faisant » = 0, 


ay (Osc ae TsO.) 
el, par suite, 


puis, pour une détermination convenable des logarithmes, 


iO). 
JS (0) 


log3,(9|7t) =log — 3) (0 


7) + logsinzey + log 


Choisissons arbitrairement une détermination de log - 3 (o|z); 
TT 


prenons pour log sinzy la fonction holomorphe Is(¢) définie plus 
haut; observons enfin que, si l'on pose 7= ¢ +77’, en désignant 
par ¢, ¢’ des nombres réels, la fonction f(y), dont les zéros sont 
les mémes que ceux de la fonction 3, (¢), a ’exception des zéros 
de cette derniére fonction situés sur l’axe des quantités réelles, 


ne s’annule pas entre les deux paralléles a cet axe, menées a une 
T. et M. — III. 8 
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distance de cet axe égale a ¢’, en sorte que les diverses détermi- 


naUons de la fonction log oo peuvent étre définies comme des 


fonctions holomorphes de ¢ entre ces deux paralléles; choisissons 
celle des déterminations quis’annule pour yo. Dés lors la fone-_ 
tion log S,(¢| 7) sera définie pour tous les points situés entre les 
deux paralléles, excepté les points pour lesquels 9 est un nombre 
entier, sauf a regarder comme distincts les points de méme affixe 
qui sont situés sur des bords différents des deux coupures, allant 
sur l’axe réel de 1 4 +c et deo A — o; a l’intérieur de la ré- 
gion limitée par les paralléles et les deux coupures, elle est holo- 
morphe. 


467. Occupons-nous d’abord du développement de la fonction 
log f(v). En posant »=« + Br, ot a et 8 désignent des nom- 
bres réels, on aura 

| e2ent | = { e2prni | — f28, 
ott h désigne la valeur absolue de g; on aura donc 


| Get e20me | = A2n+B) , | q2” e-2vTt | — A2\n—B) « 


si 8 est en valeur absolue plus petit que 1, les quanutés précé- 
dentes seront toutes deux plus petites que 1; donc, puisque la 
fonction 


loga@— #) = = ties 


~ 
i) 
ow 


ot le premier membre désigne la détermination principale de 
log(1— a), est une fonction holomorphe de 2 tant qu’on a 
|z|<1, les fonctions de ¢ 


t pha <9] 
9 , I 9 , 
log(1 eas GAME AUny) = — : - qrnr ex2rent 
1 ise | 
T= 
2 Qi 2 
logai— 2q2”" cos29m + g'”?) = — a cos2reTt 


1 


seront holomorphes tant que l’on aura | 8| <1. 
La série 
no ; 
i 
», log(1 — 29g?” cos2pn + gq”), 


ik 
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en supposant qu’elle soit convergente, est évidemment une des 
déterminations de log f(v); la convergence de cette série et le 
fait que sa somme est une fonction holomorphe de 9, tant que 
Von a|@|<1, seront établies a la fois (n° 37) si l’on prouve 
que la série double 


I 
. — 77" cos2rem Cop PSS a6.0) 
(2,7) 


est absolument et uniformément convergente tant que | 6 | e 


st 
moindre qu’un nombre plus petit query, Or ona 


9 COS2rVT = e2”"9Ti + e-27vTi — g?2r3 e2rani 4. g-278 e—2rani 


et, par suite, 


|2cosarvnm| < h27B + h-2rB; 


dés lors il suffit de prouver la convergence des séries 4 termes po- 


— I 2(n-+B)r I 2(n—B)7 
z L > —f ; 


(2,7) (2,7) 


qui est évidente lorsque on a|$|<1t, puisque la somme de la 
premiére série, par exemple, est égale au logarithme de l’inverse 
du produit infini 

raze 


a (1 — h2(n+B)), 


n==1 


Nous pouvons donc, en supposant |6|< 1, définir log f(¢), 


TIO) 


log “76) comme des fonctions holomorphes de » par les égalités 


g — 2 y2nr bea i = 2g?" COS2rvT 
log f(v) = er UT COS DT) Te — > Cera 
eh r= 
Rb A Pelee ee 
Nog 5) = a cgay? Siren 


r= 


et cette détermination de log aa est bien celle qui s’annule pour 


Cla On, 
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A468. I suffit de remplacer log fe par le développement pré- 


cédent, dans l’expression de log S, (v) définie plus haut, pour avoir 
le développement de cette fonction en série trigonométrique. 

Il est clair que le procédé employé pour développer log 5, (¢) 
en série trigonométrique s’applique aussi bien aux trois autres 
fonctions S(v); nous réunissons ci-dessous les formules ainsi 
obtenues, qui peuvent étre utiles dans diverses circonstances : 


08 


on ea ics . 


I 
- (2 sinrme)?, 
Sx 


ee of) 
a 
] oS, == as ae 6 (— 1)" gq?” BS SP ON 
ogJ2(v) = log3,(0) + log costye oe (2 sinrne)?, 
(CV2) aes ie 2 
log33(v) = log33(0) 4 a 
gJ3(%) = log33(0) 4 ae 5 (a sin7rny)?, 
ee ; 
: 2 v7 
logs = Ike t 2, P 2. 
ogJ,(¢) = logs, (0) a (2sinrme) 


Si l’on suppose ¢ mis sous la forme y= a-+ Bz, oa et B désignent 
des nombres réels, les deux premiers développements sont valables 
sous la eanchiton ||<1, les deux derniers sous la condition 
|8|< 4. On doit prendre pour log sinze la fonction Is(v), pour 
log cosz¢ la fonction Is(v + 4). 


469. Ces formules fournissent immédiatement les développe- 
ments des logarithmes des quotients des fonctions S et, par con- 
séquent, des logarithmes des fonctions sn, cn, dn et de leurs 
quotients; on a, par exemple, 


r (os . r 
log sn (2Ky) = 2 log33(0) + log sinzy wees esa (2 sinrme)?, 
(CV) log en(2Kv) = log cosry > fe een (2sinrn7e)?, 
ZA 
es Lote = OES Pi 
log dn(o2Ke) = Lane 


sous la condition | 8 |< 3. 
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On déduit aussi, par différentiation des formules obtenues pour 
les fonctions S(¢), les développements 


(CV) 


oo) 
ope * 
=Tcottvy +47 . SS SIND? EO, 
Lo 
Terese 
Fa (00) 
Op 
=—Ttanenv+4r : (—1)" 57 Sinarny, 
I 2 
Pat 
r=0 
q’ : 
= 4t (—1)r" sInaTTy, 
= O/2 
sl 
T= © 
~~ g” ‘ 
=4r y —! _ sinarne, 
Hes 0 
Ta 


qui peuvent étre différentiés a leur tour. 


En se reportant aux formules (LXXVI,), (LX XIX,), on déduit 


de la derniére formule (CV,) la relation 


(CVs) 


pourvu que le coefficient de z dans 


solue a $. 


2K 


Lv Etat cee 
—— soit inférieur en valeur ab- 


470). Les formules (XXXIII;_,), en prenant les logarithmes 


des deux membres, fournissent les développements 


Pes 


r=o0 


2 r gar 
1 U2 TU —1) 
: + log cos 4 y ( - 
2.04 204 rau— q?") 
jot | 
t eo} 
HU (1) As aa 
s - 2 sin — 
204 PWG) \ 2W4 
r=1 
r=e2 


ty UU? 5 TEU 
+ —— + log sin a oF 
T 204 204 r(1— q?") 
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On a aussi 


ro 
P ar , 
1Uu ™ TU QT 5 Pe 
aie es cot fain , 
W4 2W 1 204 Wy oY 4 
Ta 
r= 
nu ™ TU 27 —I)’g?" . rtu 
CU ane . ( ue sin ) 
oy 204 201 Wy 1— qg?r On 
esr 
(GVI_) 
P=) 
1U 27 —I)\'q" . rnru 
Cel a eee ee 
Oy 0, feed 1— Gf?! Wy 
1 pa—acis | 
r=e0 \ 
NU 27 le 5. eu 
ii q 
7 a 
WO, W, cond 9 Wy 
r=1 
et, par suite, 
r= © 
1 ae OWES Gad? 272 ROP rkmu 
OG = = = ap || = |] COSCE- = S Sa (HOS ’ 
4 2) 204 wi I— q?? Wy 
Ta 
r—=e 
2 2 if2 2r 
I T a Uo 27 —I1)'rg rru 
pleto)=— Ht + séc? — —> (en 1 cos - 
Wy 24 2,04 O74 Ge! Wy 
. Ta 4 
(GVI3 ) 
r—=e 
2 rrg? » 
1 27 —I1)'7 reUu 
p(u+ 2) = adie ; t d co > 
WO] OF 1 (Of Wy 
Tree 
r= 0 
1 21 eg! TTL 
Dus) . 4 s 5 
4 O74 Pgs) W 
ra 


Vot lon déduit aisément, par différentiation, des formules ana- 
logues pour les dérivées d’ordres quelconques de pu, p(u + wg). 
Si Pon suppose u mis sous la forme u = 240,+ 2803, oa et B 
désignent les nombres réels, toutes ces formules sont valables sous 
la condition | 8| << $. Celles quiconcernent logow, logo,u et leurs 
dérivées sont méme valables sous la condition | 8|< 1. 

On déduit immédiatement des déyeloppements obtenus pour 
les fonctions logau, log¢,u, ceux qui concernent les douze fonc- 
tions log§(w); ces développements sont analogues a ceux que 
nous avons écrits pour les fonctions log sn¢, log eng, log dny. 


AT, Les fonctions Gu, Z(x) peuvent servir d’éléments simples 
dans la décomposition des fonctions doublement périodiques de 


7 
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premiére espéce a périodes 2w,, 20; ou 2K, 27K’; les développe- 
ments précédents (CV), (CVI2) fourniront donc, pour toute fonc- 
tion doublement périodique de ‘premiére espéce, un développe- 
ment en série trigonométrique. Le lecteur pourra appliquer cette 
méthode aux carrés des fonctions (wu), &40(%), Sey (te), ou en- 
core aux carrés des fonctions sn, cn, dn, de leurs inverses et de 
leurs quotients mutuels ; nous nous contenterons de citer la 
formule 


-> sin? rR, 
im 


(CV6) 


1 
; k2 2 sn? — 


qui est une conséquence immédiate de la formule (CII,), (n° 406). 


472. Chacune des séries qui figurent dans les formules (CV,_;) 
et (CVI,) peut étre mise aisément sous la forme d’une série a double 
entrée; ainsi, l’on peut mettre l’expression (CV;) de Z(x) sous la 
forme 


- 2 
Z(Ke =z 7 (25—1) sinrnzez = xs (2s—1) [ermxi — e— rama) 


(r, 5) (r,s) 


ou ret s prennent toutes les valeurs entiéres positives. 

Dans chacune des séries 4 double entrée ainsi obtenue on peut 
effectuer la sommation d’abord par rapport a7; on obtient ainsi 
de nouveaux développements en série pour chacune des fonctions 
envisagées; ainsi 


Kao) 
Bag sing x” 
Z(Ka) = — y op ; 
( ) K qd 1 —2q%s-1 COS TH + g2\2s—1) 
Saad 


Ce développement s’obtiendrait de suite en prenant les dérivées 
logarithmiques des deux membres de la formule (XXXHIs); en 
se plagant ace point de vue, on voit qu'il est convergent quel que 
soit x. Il en est de méme des développements analogues que le 
lecteur trouvera dans le Tableau des formules placé a la fin de 


V’'Ouvrage [(CV,_;) et (CVI, )]. 
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II. — Développement des fonctions doublement périodiques 
de seconde espéce. 


473. Considérons (') expression 


pitt) pi(wy) 
2 94(L) ex(¥) 


F(¢g,27,yv)= 


ot les fonctions ¢ sont celles qui sont définies par les formules 


(XXXII), de sorte que l’on a 


v—1 v? Yaak 2 
, Gee) > a NCR = A) 


(v) ( 


(v) 
p> (— gq )m* 2m p (— q mm y2m 


4 
q2q? (ay ae Seoul eZ grary?) | [o—aey) 


(pn) (7) 


Lh re) [Po een [aor a 2) 


(Y) (v) 


F(¢,2,y) = 


y doit prendre toutes les valeurs impaires et positives, m toutes 
les valeurs entiéres positives, nulles et négatives, n toutes les va- 
leurs entiéres et positives. 

Cette fonction F(q, x,y) est définie pour toutes les valeurs 
de x, y qui ne sont pas nulles et qui n’annulent pas p,(x), p,(y)- 
Les valeurs de x, y qui annulent 0,(x), 94(y) sont comprises 
dans la formule == ght; si Pon pose |q| =A, on voit qu’elles 
sont représentées par des points diamétralement opposés, situés 
sur des cercles ayant l’origine pour centre et ayant des rayons égaux 
a Ante. sur chacun de ces cercles il existe un couple de ces points 
et un seul. Si l’on considére la fonction F(q, x, 7) comme une 
fonction de x seul, par exemple, tous les points # = ghtt se- 
ront des pdles simples de cette fonction, comme il résulte évidem- 
ment de la seconde forme sous laquelle elle a été mise. 

Dans Vespace annulaire compris entre deux cercles consécutifs 
il n’y a pas de point qui soit un zéro pour 0,(x) ou p,(y): tel 


(') Voir Kroneckrrn, Wonatsberichte der Berliner Akademie, 1881. 
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est, par exemple, l’anneau compris entre les deux cercles de 


a 1 : aS = : 

rayons Vh et —=- Nous aurons bientét a nous restreindre au cas 
h 

ot! Pune au moins des deux variables x, vy est représentée par un 

point situé a Pintérieur de cet anneau, c’est-a-dire que nous sup- 


poserons que x ou y vérifient les inégalités 


ie I — I 
Vhc|e|<—=, yhelyl<-—s; 
Vh Vh 

I Cexad A 2 ie Lire 2 
ou —— vérifient alors les mémes inégalités. 


ate 
| a | ly | 


Pour toutes les valeurs de x, y qui vérifient a la fois ces inéga- 


il est clair que 


htés, la fonction F(q, x, v) est finie et déterminée. La fonction 9, 


: = I a a 
s’annule aux points + \/g, = i situés les deux premiers sur la 


limite intérieure de l’anneau, les deux derniers sur la limite exté- 


rieure. Autour des points + \/g comme centres, avec un rayon 
lrés petit, décrivons des cercles et supprimons de l’anneau la 
partie intérieure a ces cercles; aux points des petites régions sup- 


2 r . I . 
primées correspondent, par la transformation z/ = —, des points 


dont l’ensemble constitue deux petites régions, intérieures a l’an- 


oT i8) . I . Ri 
neau et voisines des points + ——; supprimons-les encore et dési- 


gnons par (A) lanneau ainsi modifié. On observera que si x est 
un point situé dans (A), il ev sera de méme des points — 2, 
== x~', et que si x, y sont assujettis a rester dans (A) ou sur son 
contour la fonction F(q, x,y), regardée soit comme fonction de 2, 
soit comme fonction dey, sera holomorphe; en particulier, il exis- 
tera un nombre positif N tel que l’on ait 


IF(g, 2 y)I<N. 


Laissons de cété, pour un moment, les restriclions imposées a 
az ety; les propriétés suivantes, de la fonction F(g, z, y), 


(2) F(q, aoe vy) == Seng enema yet (Of BARGE 5S OH” Vy 
(8) F(g, 27, yy) = —F(q, #, 7); 


ou «, ¢’ représentent 1 et ot n, n'désignent des nombres entiers 
quelconques, résultent aisément des formules (XXXIV,). La pre- 
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miére de ces deux relations montre, en particulier, comment l’on 
peut ramener le calcul de la fonction F(q, 2, y) lorsque x et y 
sont représentés par des points extérieurs a Yaire (A), au cas ou 
ils appartiennent a cette aire, pourvu que les points x, y solent a 
une distance suffisamment grande des zéros des fonctions 0,(x), 


pi ( 7): 


Considérons maintenant l’intégrale 


fue L,%) an 
aan et 


dans laquelle x sera regardée comme une constante assujettie 
seulement a étre représentée par un point qui appartienne a 
aire (A); quant ay ce sera une constante telle que p,(y) ne soit 
pas nul. Nous allons montrer que, si l’on prend cette intégrale 
sur la circonférence d’un cercle ne passant par aucun pole, ayant 
son centre au point o, de rayon infiniment petit ou de rayon infi- 
niment grand, elle est infiniment petite. Admettons, pour un in- 
stant, qu’il en soit ainsi. 

Entre deux cercles ayant pour centre commun le pointo la fonc- 


ah L,%) 
ad 


tion —“—"—~, ou < est la variable, est univoque ; elle n’admet pas 


d’autres singularités que des pédles, en nombre fini, quand on a 
noes g Pores; 2°. 

fixé les deux cercles, 4 savoir le point s = y, que l’on peut tou- 

jours Ses situé entre les deux cercles, et ceux des points 

f= gh tt, oun estun nombre entier, qui sont aussi situés entre 

les deux cercles. Tous ces points sont des pdles simples de la 


Es) 
mone 


fonction considérée comme une fonction de 2. Par suite, 


lorsque le Ron d’un des deux cercles croitra indéfiniment, que 
Pautre décroitra indéfiniment, la somme des résidus de la fonc- 


ae 


lion » résidus dont l'un est F(q, 2,7), tendra vers zéro. 


On atta ainsi qu’on obtiendra F(q, x, 7) sous forme d’une 
série. On voit méme, puisque l’intégrale est infiniment petile sur 
le cercle infiniment petit, ou sur le cercle infiniment grand, que 
la somme des résidus relatifs aux poles compris entre deux cercles 
ayant pour centre le point o tend vers une limite quand le rayon 
du cercle intérieur décrott indéfiniment ou que le rayon du cercle 
extlérieur grandit indéfiniment. 
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475. Désignons par R un nombre positif fixe, assujetti seule- 
ment a cette seule condition: le cercle décrit du point o comme 
centre avec R comme rayon a sa circonférence contenue tout en- 
tiére a Vintérieur de l’aire (A). Considérons le cercle (C) décrit 
de ’origine comme centre avec le rayon Rh”, n étant un nombre 
entier posilif que nous ferons tout a l’heure grandir indéfiniment 
et que nous supposons de suite assez grand pour que le point v 
soit a l’extérieur du cercle (C). Quand n grandira indéfiniment le 
cercle (C) deviendra infiniment petit; nous allons montrer que 


i | Cop tia 5) Cp 
a9) 
Gece 


prise le long de ce cercle, tend vers zéro quand n croit indéfini- 
ment; si l’on pose en effet 


Vintégrale 


ze=RA?” elu, 
cette intégrale devient 


27 . 
+EinRh P(g, %, Rhrein) du, 
2 Rhtemu — v 


ot le signe dépend du sens dans lequel on parcourt le chemin 
dintégration; d’ailleurs on a, en vertu de l’égalité («) du n° 473, 
ot lon remplace « et e! par +1, paro, n’ par —n et y par 
RA” eft, 

Fig, 2, Kheeine) =a" F(g, 7, RAX gg? ein); 


et, puisque la valeur absolue de g est h, la valeur absolue de 
Rh’ g ve™ est; en d autres termes, le point RA®g7” e'*” ap- 
partient a aire (A); on a donc 


| INO), Rhig“ene) | iN 


et par conséquent la valeur absolue de Vintégrale considérée est 
moindre que 


Re (ee et idsbes oe omNR | he) 
Stem pk ~ TR [em 

fest pl tit il est évident Lte qué 
Coe ia es Pp us pe 1 que I, ll est eviden que cette quan- 


tité tend vers zéro quand n augmente indéfiniment. 
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4 
476. Soit maintenant C’ un cercle de centre o et de rayon égal 
x I 


aa Considérons la différence des deux intégrales 


ee) fe ts it ae LB) dz =y fa ee 4) dz, 


dont la seconde est nulle puisque la fonction F(q, x, =) est im- 


paire et que le contour (Ci) est symétrique par rapport au pointo. 
Si Pon change z en -, le contour (C’) devra étre remplacé par le 


contour (C) et, en tenant compte de l’égalité 
F(q, v, 3-1!) = — Bq, x1, 4), 


qui résulte de légalité (8) du n° 473, on voit que le second 
membre prendra la forme 


lM (opie, £5) In Gp, gem, B) 
y tk UE Del dz = — eS ae 
¢(C) aa ore sa) -’(€) ww dé 


or cette derniére intégrale appartient au type précédemment étu- 
dié, sauf le changement de x, y en x-', y-', changement qui 
n/altére pas les conséquences; cette intégrale tend donc bien vers 
zéro quand n croit indéfiniment. Il en est de méme de l’intégrale 
proposée quand le cercle C’ grandit indéfiniment, ainsi qu’on l’a- 
vait annoncé. 


ATT. Il nous reste a évaluer les résidus de la fonction de z 


F(g,@, 4). 
Bey 
Le résidu relatif au pdle y est F(g, x, v7). Le résidu relatif au 
pole eqrt? s’obtiendra en remplacant z par egh ts dans lexpres- 
sion 
I P(t) e1 (wz), 
2(6—y) pale) 94 (%)’ 


le calcul se fait sans peine au moyen des formules (XXXIV,_;), 
(XXXV, ¢), et Pon trouve, pour le résidu cherché, la valeur 
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On voit de suite que les deux séries, dont le terme général se 
déduit de la en remplagant ¢ par +1 ou par —1, sont absolu- 
ment convergentes quand on donne a 7 les valeurs 0,1, 2,3,...,0; 
il n’en est pas de méme pour les valeurs négatives de 2; pour 
avoir une série absolument conyergente, il faut réunir dans le 
terme général les deux résidus relatifs aux valeurs + 1 et —1de¢ 
et l’écrire 
1 


1 1 
(qa2y 3 y(qay? _ y(gat) "2 


2 2 ss eer fe 
n+5 GF = GE NO 2n—1 


ata 
Gime) ea 
2 ee 
2 


Tome”? 


I 
2, 
een | 


sous la derniére forme, la convergence absolue de la série dont on 
vient d’écrire le terme général, quand on donne a 7 les valeurs 
—I, — 2, —3,..., —o, est manifeste. 
272NR hr 
IR [er 
une limite supérieure de la valeur absolue de lintégrale envi- 


Ajoutons que la forme » trouvée plus haut pour 


sagée, met en évidence (n° 30) ce fait que la série 


na=o 


1 
ge y 3 
Di ereaere re 


n=0 


est uniformément convergente pour Vensemble des valeurs de x 


telles que l’on ait | | >a\/h, en désignant par % un nombre fixe 
plus grand que 1; l’intégrale, en effet, n’est autre chose que le 
reste de la série. Une conséquence toute pareille concerne la série 
analogue relative aux valeurs négatives de n, pourvu que lon ait 


SEs. 


478. En écrivant que la limite de la somme des résidus de la 
I Copyaen £5) 


fonction » relatifs a ses différents pdles, est nulle, on 


trouve, en remplacant F(q, x,y) par sa valeur (n° 473), 


=o 21 V2 2n—1 
) qd 2 yV 1 y—2n+1 x q 2 yi g2n-1 
CVI e (1) er(ay) __ meal se ‘ GY 
( 3) 04 0, (2) Pur (VX) py 1— y2.g??-! x I— y? qr 1 


ot. chacune des séries est absolument et uniformément conver- 
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gente sous les conditions qui viennent d’étre expliquées. Rien 
n’empéche done de différentier terme a terme, si on le désire 


A479. La formule (CVII;) peut se transformer de diverses ma- 


ae : Oe Uk ae 
nieres en ajoutant aux arguments 9, W les quantites mais ou ? 


ce qui revient a muluipher x ou y par 1, V/q ou iq: 

Les changements de cette sorte que l’on peut faire subir aw 
ne demandent aucune eae ie puisque « est quelconque. De 
méme quand on ajoute } a ¢, il est clair que, les conditions 


ee Vii < inl < F 
étant identiques, le domaine de convergence de la série n’est pas 
modifié par ce changement. 
I n’en est plus ainsi quand on change x en x Vq; pour que l’é- 
galité (CVII;) reste valable aprés ce changement, i] faut que l’on ait 


vn<leVvq|<— Th’ 


c est-a-dire 


I 
t<|#l<, 


Supposant d’abord que a satisfasse a ces conditions, nous 
allons remplacer, dans légalité (GVII3), z et y par x Va Vy Va; 
la modification a apporter au premier membre résulte des for- 


mules (XXXIV;_,) et l’on trouve 


nru= eo Sen 


6 (1) 1 (ay) pa2n+2 AN y2N 4/2 
pe BS USS as 1 y 
P1(@) pr (y) p> 1S ge 5 yer 


+ i ary x 7 ) . I 

La premiére série est convergente pourvu que Pon ait |x| < 53 
c’est la seconde série dont ta convergence implique la condition 
|v] > 1; il est naturel, pour essayer de retrouver une expression 


analogue a celle de F(g, x,y), d’introduire dans le second membre 
la série 
n=e 

Ope eG 


2 = 7 
Lye 


nt 


DEVELOPPEMENTS EN SERIES TRIGONOMETRIQUES. 127 


qui converge pourvu que l’on ait || >; en ajoutant et retran- 
chant cette quantité, le second membre prend la forme 


rn—=o rn=o Tso) 


G2 g-2Nn y—2 27 AN 472 2 2M y-2N y—2___ w-AN 
Ne ee ee et, Ba y 
I— y2q?n I— y2q?” I— y-? I— y—2.q2 Z 


i La jira | 


mais la derniére série se réduit a 


TZ — 00 


nt 2 Lb a= tg: 
ies pe eet 
[eI | 


on a donc finalement 


SUNG: OC ie a 
01(@) 1 (7) x2 —a-1 vy ya 
(CVIT,) "00 ‘ ; ; noe : d , 
o >> qd Tgp — as " PY 
We py 2G 1— y2q2 


eH) n=1 


, Sele r , eres I ° 
Cette égalité est démontrée sous la condition 1 < |x pe 7,3 mais 
v 


cs vr I ; 
les séries sont convergentes sous la condition h< |x| < 7,7 et Pé- 


galité subsiste si ces dernieres conditions sont vérifiées, puisque 
les deux membres sont des fonctions analytiques de x; on peut 
s’en convaincre encore en changeant 2, y en 2~', y~', ce qui 
change le signe des deux membres, et ce qui raméne la valeur ab- 
solue de x a étre comprise entre 1 eth, si elle était comprise 


T 
entre! let - 
h 


480. Rien n’empéche maintenant dans les deux égalités (CVII,) 
et (CVII;) de changer y en ty, VV) iv; puis, dans les résul- 
tats, zc en tx. Chacune de ces deux égalités en engendre ainsi 
sept autres; on a, en tout, seize égalités de méme forme qui four- 
nissent des développements pour toutes les quantités telles que 


On (vy) Ga 


Pg(2) Ce) ort 


Nous réunissons dans le Tableau (CVII,) ceux qui se rapportent 
aux indices « =1, 2; 8 =1, 2; dans le Tableau (CVII.) ceux qui 
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se rapportent aux indices a=3,4; 8 =1,2; dans le Tableau 
(CVII;) ceux qui se rapportent aux indices a=1,2; 8 =3, 4; 
enfin dans le Tableau (CVIL,) ceux qui se rapportent aux indices 
a3; AO eae 


Les formules (CVII,_2) supposent h< |v] < i les formules 


PY ax\ rw ‘ if 
(CVIT;_,) supposent yh < lal< 17% 
\ d 
AS1. Si Von remplace x et y par e’™, e”™, les seize développe- 
ments précédents se transforment en seize déyveloppements pour 


toutes les quantités, telles que 


SEO ae) (eee) 
Jg(") Sara aa ye 


on les trouvera sous les memes numéros (CVII,_,) dans le Ta- 


bleau des formules. Les deux égalités (AVI) et (CVII;), par 


exemple, établies aux n°’ 478 et 479, se transforment en 


ry J, (0) 91 (eo + w) 
| = Sy (e) Ti (ww) J 
(CVII,) 2 gets = 2n si - 
XO .,, Sin(anne + anrw)— Gg?" sinanze 
= cotTer -+- cotmm + 4 eae “ ; > 
asad 1— 297" cosaTtw + g* 
e— pl 
nh Sie (ice) 
1% Dy(P)2,( wv) 
(GVITs ) Lt SC SC ti . 
N z sin [(2r—1) re + n7w]— g?2Isin[ (an —1)reo>— Tw] 
—— tbo Ys = ae = = 5 
eae To GP Mae COSs TT tht) cee 
‘i | 
; ae zs Ware : , 
La condition h<|a|< 7, Cquivaut manifestement a la con- 
dition 


iT a?) c 
-R (5) <k (5) <R ( "> 
l l l 


ot le symbole & placé devant une quantité signifie que lon doit 


enyisager la partie réelle seulement de cette quantité. De méme, 


A ere. oa ee r re ks 
la condition /h <|x|< oe équivaut a la condition 
d 


—A G) <ok (5) mR (;)- 
l U l 
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Si lon pose » = +- Gr, en désignant para et & deux nombres 
réels, on peut dire aussi que les formules (CVII,_,) ont lieu sous 
la condition || <1 et les formules (CVI, _,) sous la condition 
|Bl<+- 


482. Nous allons maintenant supposer que la variable y vérifie 
oe J 1 \ 
les conditions h <|y|—< ; dans les formules (CVII,_,), les con- 
. L ria ve 
oe bree { 1 \ 
ditions ~h < Ia? se Ti dans les formules (CVII, 3). 
; ; 
Plagons-nous, par exemple, dans le cas de la formule (CVII,); 
en supposant que les valeurs absolues de x, y soient toutes deux 
4 — I a 
comprises entre \/h et —-, et en désignant par p., ¥ des nombres 


I 
impairs positifs quelconques, on aura 


: UY P wy 
avy wae ~ Y 1 av pried 
i g 2 Pav gq? —— gt y—-ba-. 
2 Ty" gy D4 y a 7 { yg" v7 Sy 
(v) (¥, (2) (v) (v, J.) 
done 


J 


1 py. 
P1() pr(wy) == >> gq? (yHay— yt xv), 


Pr(2) o4(Y) 


(CVII;) 4 Wb) 
1 31 (0)S1(o + w) es 
Ge Sai Gay: => 7? sin (vm? +- prw). 
{ J4(V) Jy 


(¥, J) 


En nous plagant dans le cas de Ja formule (CVII,) du n° 479, 
on aura de méme, en supposant que les valeurs absolues de x, y 
: : 1 oe 
soient toutes deux comprises entre het h et en désignant par m,n 


des entiers positifs quelconques, 


1 J(0) Ti (9 + w) 
TT J1(v)5,(w) 


(CVIT;) = cotnyv + cotnw +- 4 s g?emsin(2annye+2mnrw). 


(n,m) 


Les quatorze autres formules (CVII,_,) fournissent des dévelop- 
pements analogues en séries trigonométriques a double entrée. 


483. Il est aisé (1) de déduire, de chacun de ces seize déyelop- 


(1) Voir Warrnun, Monctions ellipliques, t. I, p. 438. 
TeeteMae- 1UL 9 
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pements, des séries trés rapidement convergentes el convenant, 


par suite, aux calculs numériques. 

Placons-nous dans le cas de la formule (CVII,) du n° 482 et 

py 
eroupons dans la série 4 double entrée g? xy", qui figure 
5 OUP OR oa i Teo A 8 
(v,U,) 
dans son second membre, tous les termes pour lesquels la diffé- 
rence u—y des deux indices de sommation est égale au méme 
nombre positif ou nul, que nous désignerons par 2s puisqu’il est 
nécessairement pair. L’ensemble de ces termes sera représenté 
par la série 
Recae 

ae A eae (v=1,3,5,...); 


(Vv) 


l'ensemble des termes de la série a double entrée envisagée, pour 
lesquels 1 —y est un nombre pair quelconque positif ou nul, 


tys4ys ’ sy Y= TT, 35 Dy as ai 
9? LY yV+2s > 
$S=0,1I1,2,.-.- 


(V,5) 


est donc 


c’est-a-dire, en effectuant la sommation par rapport a s, 


1 l 
-y2 ; =v? vy 
2 Vary | V 472 2V ap 1 — 2 
Si BOY Sh i= NIG  OPEN Ye 2) tg a 


\v) (Y) 


L’ensemble des termes de la série a double entrée enyisagée, 
dont nous n’avons pas encore tenu compte, est formé par Ven- 
semble des termes de cette série pour lesquels »—y est un nombre 
négauif; il est identique a l'ensemble des termes de cette série 
pour lesquels y — y est un nombre poszti/ pair; il est done repré- 


senlé par 


1 Dap 
5 vet hh B=1,9,9 \ 
2 CVA yu 
oe q y a aile Ppesy: ; 
(U.,/) 
c’est-a- dire par 
Lua aie 
y, L? wh yl (gv a2 ae gt ak so = WV oe alk yU eed ee =} 
=| oe i eae Y 
(U) (U.) 


et l’on a finalement, en observant que le premier membre de l’ex- 
pression (CVH,) du n° 482 est égal ala différence entre la série a 
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double entrée envisagée et celle que l’on en déduit en changeant 
Lew ye cure etiys *, 


Pr(1) er(@y) 3V? on ( I | ; 
P4(@) Only) v Do on are 1— qva? 1— qv y? al ') 
ya ; ‘ 
+2) Of Gey ee t 1—qvyt ‘), 


(vy) 


ce que l’on peut écrire, en groupant convenablement les termes, 


r Jy(0)Sr(e + w) _ » a sinvr (9 + w) — qYsin[yrw + (vy — 2) 70] 


hr F,(¢)5,(#) I— 2q’ cos279 + qv 
(v) 


1 
al ae ; 
— q? sinvn(9 + w) 
v) 


1 . . 
ne oe sinvx(e + w) — q’sin[(v — 2) nw + vr]. 


(vy) 


I— 2q’ cos2nw + g2v i 
oe | ee : fe 
Vindice y prend toutes les valeurs impaires positives. 

On a de méme, en se placant au point de vue de la formule 


(CVII;) du n° 482, 


1 5,(0)Si(e + w) 
mE D1(e)s(w) 


a ae 
= cotty? + Cott w —4 > q?* sinant(¢ + w) 
(n) 


i — g2n sj Pee Une ; 
a So gq?” sin [(22 — 2) me + 2anzre | 
= DOO OOD 4G Ae 


(7) 
sinannk(y + w) — g2” sin [(an —2)nw + anne 
LOGE COSI GE => Cpe 


+4 VW g2n 
ae 
(72) 
Vindice rn prend toutes les valeurs entiéres positives, non nulles. 
Pp p ) 
Les expressions des premiers membres des seize formules 
I 
CVII._.) fournissent des développements analogues. Tous ces 
gat PI ts) 
développements convergent quels que soient ¢ et sv, et convergent 
trés rapidement. 


484. Nous avons obtenu, dans les numéros précédents, le dé- 
veloppement de chacune des seize fonctions 


Soll @ f= a) 


Sein (¢, 8 = 1, 2,3,4) 
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sous trois formes différentes. Si, dans chacun de ces développe- 
ments, on donne a l’une des variables », sy des valeurs particu- 
liéres convenablement choisies, on obtient des expressions trés 
remarquables pour les quotients des fonctions S, les inverses des 
fonctions S, les inverses de leurs carrés, les inverses de leurs pro- 
duits deux a deux; c’est de ces développements que nous allons 
dire quelques mots. 
Au moyen des développements des quatre fonctions 
on obtient aisément, en faisant tendre vers o, les expressions 
; 
des dérivées logarithmiques = (*) de chacune des fonctions Se?) 
J(v) 
sous la forme déja obtenue au n° 469 et aussi sous d’autres formes 


remarquables. Ainsi, en observant que l’on a 


J'(0) Si(e + w) ) 
lim = = — cotnmy —cotmw } 
wa0(TSi(e) S1(w) ) 

cor los or [on] K 
: 2,(0) J1(v)+ w5,(¢) I PSG) 

= lim 1 ) (9) 1 — cotny — =& u —cotte, 
Fey lus CD) J, (0) ” mw\ 7 3,(e) 
31 (e+ w) 


les formules concernant la fonction 5 fournissent les trois 


panty ea en 


développements 
)s Ymca: of 
) Ope t 
; = cotTe +4 >» aoe sIn2nT?, 
ey 


[i 


= cotry +4 » g2rm sinanty, 
(72, 772) 


n=o no 


.sin2anne — g2” sin(2n —2)ne 2A) 
=coltv+ 4 s Gina q ( ) +4 Y Bae SINANTY, 


(n-+1) 
= OPE COSD TP = Cpe ip Oe 


aa tome | 
dont le premier nous est connu, dont le second est une consé- 
quence immédiate du premier, mais dont le troisiéme est un 
développement bien différent qui converge beaucoup plus rapi- 
dement que le premier. On obtient enfin un quatriéme dévelop- 
pement pour la méme fonction en faisant tendre ¢ vers o dans la 
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formule (CVII,) du n° 481; en remplacant ensuite sv par ¢ on a 


10 
Gee 


= cotry + 4sinaney . : —— 
; I 2)1g7 COS 2 TO ==. gt 


aii 


n=1 


Il présente cette particularité que la série qui y figure est Loujours 
convergente, pourvu que # ne soit pas un zéro de S,(¢), et con- 
serve laméme valeur quand on y remplace q par g~"', tandis que 
le premier membre n’a aucune signification quand la valeur ab- 
solue deg est supérieure a 1. Les développements de cette nature 
figureront dans le Tableau des formules (CY). 

ol @ a w) 


485. Les développements de celles des seize fonctions =— + 
J(°)S(w) 


ot Vindice de S(m) au dénominateur n’est pas égal a1, four- 
nissent chacun, si l’on y fait =o, trois développements des 
douze quotients 


on obtient aussi, pour chacun de ces douze quotients, un qua- 
triéme développement en faisant » =o dans les développements 
S(O 29); 
J(v)S( wv) 


nominateur n’est pas égal a 1, et en remplagant « par ¢. Ainsi les 


de celles des seize fonctions ot l’indice de S(v) au dé- 


; f : 31(¢ +) : 
formules qui se rapportent a la fonction = ~ fournissent 
q pp = 
J, (9) Ty, (wv) 
les développements 
PP 
2) 2n—1 7) 
n SACO) Sire 2 ; ) =. 
eu ) au es > —— sin(an—1) n= > gq? sinvary 
4™ J, (0) FH, (P) Dea ee 
n= (U.,¥) 
ae : a yey 
\ sv? sinviy— gv sin(y — 2) TP 1g? : 
= Sy: ha : >> — sInVTP 
I— 2q¥ cosany + q?v =p 
(v) (y) 
n= an—1 


2 2n—1 
=sinzy 1 Cee’ = ae 
== DOPE CORD? = Gf" 
1) 
Les deux premiers développements supposent | 8|< (n° 481); 
le dernier est valable quel que soit ¢. 
On trouvera tous ces déyeloppements dans le Tableau des for- 
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mules (CVIIT) : a cause des formules (XXXVI;), (XXXVII,_2), 
(LXXIy_s), on en déduit immédiatement ceux des fonctions sn, 
cn, dn, de leurs inverses et de leurs quotients mutuels. 


486. Pour obtenir les développements de Vinverse de la fonc- 
tion 3,(¢), il suffit de faire 


I 
w= —-? 
; 


dans les formules qui se rapportent a la fonction 


a1(9 +) . 


CS 79 
J1(9) 51 (#) 
on a ainsi 
R= 
1 3,(0) I , on SIN(2m — 1) nh — g** sinann? 
—- = é (0 ie ; 
= 31(%) = sinne iD; 4 1— 292" cosny + gt? 
n= 
I ; 
i, —J 2nm sin (2m — mMm)TP 
sinty ‘7 ( a 


(72, 772) 


et un troisiéme développement a convergence trés rapide que 
nous laissons au lecteur le soin d’écrire; on peut diailleurs lw 
substituer un autre plus simple et également trés convergent qui 
a été donné par Jacobi. 

Observons d’abord que, dans la derniére formule, on peut se 
contenter de faire parcourir a l’indice m tous les nombres impairs 
positifs, puisque le tableau 4 double entrée des valeurs que prend 
sin2(r — m')xe, quand on y remplace nr, m’ par tous les entiers 
positifs, est formé de termes nuls ou égaux et de signes contraires : 
on a donc / 


e', (1) I 
= Feeney = > G2: (2n—p — w-2nt), 


oun est un entier positif quelconque et ». un nombre positif im- 
pair, de sorte que les exposants de x sont tous des nombres im- 
pairs. Groupons tous les termes de la série 4 double entrée pour 
lesquels Pexposant de x est égal au méme nombre impair positif y 
et ceux pour lesquels l’exposant de x est égal au nombre impair 


(Se) 
or 
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négalif —y; on aura immédiatement 


f ) 


: 04 (1) = i > (aY — a-V) » [g(2r-1) @r—1+y) —_ g2r@r+y)] 


i fact | 
P= 0 
I 
= a re a . (av — a-V) s (—1)'t grr r+y) 
C—O 
R= 
T= 100) 
I - 2 . 
Speman Vel) a, ‘ OE as y gn a 
pil (v) (v) 
t 
[ es agrr+t) wat qr’) 
L= a7! : ( a Tere Gea i 9A Oat r 
1 


La série qui figure dans la derniére égalité, muluipliée par z —2~'," 
se met sous la forme 


4 (PASE AD 
— )r-1 gr (r+1) n 2r 3 
a 1) q’ ae, Dp eat 


en transformant le terme général au moyen de Videntité 
g2? (w+ 2-2 — 9) = (1— g?")? — (1 — wg2") (1— a —2.g?”), 


et en remarquant que la somme de la série 


3 (a — Vingiie, € alte, q?") 
P= 1 


est égale a un, On voit qu’on peut écrire encore 


Eps) 2 See aoe ede 
2e(w) # eral ee G— ag )\G— 2-492) 
ri 


le a x I A 2 
I] résulte de la que la fonction 5. (9) peut étre mise sous la forme 
J 


r 


= 

it Jal @) I é S 

ee) meee + 4 . Cy SNM GA? (OSS it, By Da cnog CO) 
Yi 


© 
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en posant 


i. (—1)" gr rey). 


ou encore sous les formes trés rapidement convergentes, quel que 
soit ¢, 


Fai——109) 
Cel : 
I J,(0 I : — p)r-1 gr (r-+t) (y = G2? 
ee jsinze SS ) 4 G+ ) 
Tv 1(?) SINT? Ih = Deoyree cos2ty + g" 
A 


210 


Sea qe 


sink? I— 29?" cosaTe + g*! 
| 


En changeant x en aVq dans lune des expressions précédem- 


I 04 (1) ; 
ment obtenues pour - » on trouve de suite 
2 91(2) 
ay r=0 oh a2 Bh 
o' ‘ =O 
t ey(1) eee he ig (orgrren| q x-2q | 
2 p,(2@) I— gx? > 1— 2 q2r+l [— @-2 qg?r-1 
pt 


ou, en réunissant les fractions qui ont pour dénominateurs 
—_ De lass, I SS (POO 


‘ r=0 ANG 
ib er) ee ape (~-3) 1— gtr? 
2 Ox(@) DS Ce ae (i— #24? 

ess | 


r=) (Ugh gih ty 


formule qui équivaut a la suivante : 


i NG Lr—2 
i J, (0) = 3S yee! lade 


1 COS 18 CEU ASE GE = 


En changeant ¢ en » + 4, on a immédiatement les formules 
analogues pour les inverses des fonctions J2(¢) et S3(v). On les 


trouvera dans le Tableau (CIX). 


So 
1° : 01 (ay J1(9 + w 
A87. Si, dans les formules qui concernent PCY) oy i xe 
04(2) J1(0) 


pit zy) ou Supe) on change ww en » qu’on pr | 
04 (2) T,(e) g Siesta} Mm, J prenne les 
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dérivées par rapport a 9, puis que l’on fasse » = «, il vient, d’une 
part, 


Td, waa OO 
12 V7 2n—2 —9 
I 2N—2 2n+2 
Pi (1) = f et » niger @ wv 
pF (az) (4@—2-)2 : l— @-2q2n l— a q72 
1 
es yf mF = 
S'2 2 . Pe’ moO — y2n « ™ 
SAO? ok a, ngin cos (2n —1) Te — G2” cosanze 
J4(¢) sin? ry p> I— 2g?" cosa + ge? 
1, 
Si ) 2 
3 (0 T a 
= = —— — 87? . ng?22m cos2(n —m)nz?, 
Ji (9) sin?7y 
(n,m) 
? 
et, d’autre part, 
n=o 2n—1 
er (1) al 2 g2n—2 oa—2n+2 
ve =a DY (an—1)q —— 
0? (a2) ; I— 7-2g7r-1 1— 72g?2n-1 
pp hm 
re n= @ es 
JP(0) _ sn? ae c0s2(m—1) rv -—— g?”-1 cosanny 
: — = aoa} 
32 (y) x 1— 29?”—1 cosane + g'n-2 
n= 


31° (0) al bed 
= =4nt Yivg? cos(¥ p)me = ant YS (n-+v)g ? cos(v — pw) ne. 
ws 


(U., Y) (U,V) 


En changeant dans ces formules xz en tz, » envy +4, on aim- 
médiatement les formules analogues pour les inverses des fonc- 
. 2/\ C2 2 2 . : 
tions 05(x), J5(v) et (x), 33 (v). On Jes trouvera aussi dans le 


Tableau (CIX), 


488. Ces divers développements, au moyen des formules de 
passage, en engendrent d’autres relatifs a la fonction réduite cb (w) 


dann’ 3/4, 


o(uU+ Uy) aa ae I 3, (0)31(v + w) 


CUS Uy 20, (9) 5i(w) 


clo (uw) aod 


ou aux expressions analogues, oti les fonctions ¢ sont rempla- 
cées par des cofonctions. Comme pour toute fonction de seconde 
espéce, dont lun des multiplicateurs est1, Ja fonction .&(w) peut 
servir d’élément simple, on a donc aussi des développements en 
série trigonométrique pour toute fonction réduite de seconde 
espece. 
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Nous n’écrirons que les deux suiyants, concernant -&(w), 


TU 


wk een mee 
LEO sin — (nu + Uy) — g?” sin 


T TU Te Uy 27 ‘ 4 4 
nea) = [cot = Cot ) . gq? a) 
2W 2W 2W Ww Luo 
1 1 1 1 == Owe 


n=l ee Ors 


Tv TU TU dG ° wT 
dbo (U) = cot  €0t=——)) at S q2nm sin — (nu + Muy); 
204 4 


u“ 


ils sont valables, le premier pourvu que la partie réelle de — 
Wy, b 


2W 


2W 
et.celle de = —= 


= le 
L 


Wy Wy 
: ; u Uo : 

second pouryu que les parties réelles de — et de —. soient cha- 

Wt Wye 

cune comprise entre ces deux mémes limites. 


soit comprise entre la partie réelle de 


III. — Développements des quantités ey, ny, k, K, E,... 
en séries en g. 


489. Les développements des fonctions doublement. pério- 
diques, de premiére et de seconde espéce, en séries trigonomé- 
triques, engendrent un grand nombre de développements en série 
pour les constantes que l’on a introduites successivement dans la 
théorie des fonctions elliptiques; dans ces séries, c’est g = e™™ 
qui est I’élément; c’est pourquoi nous les appellerons séries en q: 
Nous n’en citerons que quelques-unes. 

Les développements (CVI;) de pu etde p(w + w,) fournissent 
des séries en g pour @,, és, €3 et n,. En égalant les termes indé- 
pendants de wv on a, en effet, 


==) 
1 2 2 2g 2r 
7; 1 1 2 27 7 
(CX2) Coes : : SS eg 
4 12 w7 wo} I— ¢? 
jt! 
ro 
1 7? 27? , RGR 
a= -- = oe Se (— 1)" —+~—, 
W1 47 WT ence ot 
esl 
| Ht) 
“ 2 a 
1 20 ; rg’ 
a= bY oy 2h, 
Wy Wy Ger 
Viel 
r= 


DEYELOPPEMENTS EN SERIES TRIGONOMETRIQUES. 139 


Les trois derniéres de ces équations sont identiques aux rela- 
tions (XVII,), comme il est aisé de s’en assurer. La premiére 
donne 7,; en la retranchant des trois derniéres on a 


r= 6 
7 4 (27 —1)q*r-2 
A eS 2? 
wi w? SG) 
Fes | 
| al 
m2 2,72 rg?’ 
(CX, ) ey ie Poor : (yee ee 
12u4 wi I+ (—1)'q’ 
2 
Pon 
Te => FQ! 
i on GA a 
127 Oo Ib Sp" 


Si, dans les développements (CVI;), on compare les coefficients 
des mémes puissances dew, on obtient une suite de séries en g pour 
82, ¥3 et divers Polen ones formés au moyen de &, 2, €3, 82, 3: 


490. Les développements (CVIII;) de 2 


au n° 485, engendrent des séries en g pour kK2. Si, dans ces dé- 
veloppements, on fait eo aprés avoir pris les dérivées par rapport 
av, et sil’on tient compte des formules (XXXVI;), (XXXVII,), 
(LXXI;), on obtient, en effet, les relations 


» que l’on a donnés 


n= 


k I Co G21 oy 
== DI ee 2 2 —- 2 aS y 2 
= Kt = 7 33(0) 33(0) = Yor Gea 
nod (u,v) 
n=0 2n—1 1 
2 BONN Vian 2Vv 
Sep nie => 7) eran 
= Gf (1— qY)? 
T= (y) 
Cue ee ore) 
= ly ) YI ORs . 
J1(?) 


Les mémes développements = engendrent aussi des séries 


4(9) 
en g pour kK, \V/AK, et pour la quantité K elle-méme. Si l'on y 


fait ¢ = 5 par exemple, ona 


n=o a" n= pit 
k I q 
ae pai ae 2 — ees 
a 4 33(0) = Di ( eee q?2n-1 ie So 
ie | 


1 yv—1 
one ya er ees be 
= evr. Y? ea. Ci creer 
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Si l’on fait » —=——— dans la derniére des séries citées, qui reste 


convergente pour cetle valeur de ¢, on trouve, aprés une trans- 
formation facile, 


i eh) 2 
2n—1 


Wl ay We I ORL I hy qd 
~ == 2 =-+ 55 sg) — | )2#—-1 —+—__.. 
Fo po rte ae I+ge 2 ai ) 1— qr! 


Zt n=) 


. . Gs . 
Si Von fait enfin 9 = 79 eb St Yon observe que les formules 
4 


(XXXIV,) fournissent, pour ¢ = — , la relation 
A 


on lrouve 


k I 4 (2 Ue—1)v (2U.+1)¥ 7 
VE K = '3,(0)3(0)= “4 = 3S [a L a See 


n=11-+ q 2 (u,v) 


491. Des développements (CVI) des autres quotients mutuels 
de 3,(¢), S2(¢), 33 (e), Ss(v) on déduit de méme, en y faisant 
It I+Tt 

2 


V«K, ainsi que des séries en g pour &/K, V/A’ K. 


u 


Ue 
»-»-, de nouvelles séries en g pour K, AK, 
2 


Pkg 


Ceux des développements obtenus qui concernent K nous four- 
nissent aussi des expressions en g pour Z/(o) et, par suite, pour E. 
En effet, le développement (CV;) de Z(z) fournit, pour Z/(o), 


; 
Pexpression en q, 


492. Les développements (CIX) des inverses des fonctions 
J2(0), 33(0), S,(o) fournissent des séries en g pour \V/A'K, 


vik VK, V/kK. En faisant » =o dans le développement i 
J 0)) 
4 (¢) 


par exemple, et en réduisant au moyen des mémes rela- 
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tions (XXXVI) et (XXXVI) que plus haut, on a 


1\? 27 
-3) ae q- 
— GES 


Vk K= 


I 
Tw 2 


Ce n’est pas le méme développement qu’au n° 490. 

Les développements (CIX.) des inverses des carrés des fonc- 
tions Sy(¢), S3(v), S,(v) fournissent aussi, en donnant a » des 
valeurs particuliéres, des séries en gq pour les quantités k K?, 
kK’ K?, kk'K?, et plusieurs de ces séries se présentent sous une 
forme différente de celles que nous avons obtenues au n° 490 pour 
les mémes expressions. 

On trouvera tous ces développements au Tableau (CX) a la fin 
de ’Ouvrage. Le lecteur les rapprochera naturellement, non seu- 
lement les uns des autres, mais aussi des développements en ¢g 
déja obtenus dans le Tome II de cet Ouvrage et, en particulier, 
de ceux qui sont contenus dans les formules XXXVI et XXXVH; 


on obtient ainsi de nombreuses identités. 
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CHAPITRE VI. 


INTEGRALES DES FONCTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES. 


I. — Intégrales rectilignes le long d’un segment joignant 
deux points congrus, modulis 2, 203. 


493. Avant d’aborder le probleme général de l’intégration 
d’une fonction doublement périodique a périodes 2 ,, 20s, le 
long d’un chemin arbitrairement fixé, il convient d’étudier le cas 
paruculier ot: l’intégrale est rectiligne, ot le chemin d’intégra- 
lion ne passe par aucun pole de fa fonction et ot les deux limites 
dintégration sont représentées par des points dont les affixes 
sont congrus suivant le systeme de modules 2,, 23. Nous 
indiquerons qu'une intégrale est rectuligne en mettant un accent 
a gauche du signe d’intégration ('). 

Soient ¢ et “’ la partie réelle et le coefficient de ¢ dans l’ex- 
pression de t, t= ¢-+7/i. On sait (n° 466) que logS,(¢) est 
une fonction holomorphe de ¢ dans la région du plan de la va- 
riable ¢, limitée par les paralléles a l’axe des quantités réelles 
menées a la distance de cet axe égale a ¢', région dans laquelle 
Paxe des quantités réelles joue le réle de coupure, sauf entre les 
points o et 1. Il en résulte que si ) représente l’affixe d’un point 
intérieur a celte région el non situé sur l’axe des quantités réelles, 
on peut évaluer, sans aucune ambiguité, la valeur de Vintégrale 

ESS eGo 


S(9) de. 


vey 


(') Gest la notation adoptée par M. Schwarz: Formules, etc., p. 31. 
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On a vu, en effet, que logS,(°) peut alors étre regardé comme 

la somme de la fonction Is(¢) et d'une série trigonométrique qui, 

elle, définit une fonction holomorphe a Vintérieur de la région 
’ ] 5 

envisagée, reprenant la méme valeur pour ¢) et pour 9+ 13 on 

en conclut que la valeur de lintégrale envisagée est égale a 

4 8 8 8 

Is (¢ 1) —Is(9), c’est-a-dire, ainsi qu’il résulte de la définition 
0 0/9 y) 

de la fonction ls, a — xz quand le coefficient de ¢ dans ¢y est po- 

siuf, 4-77 quand ce coefficient est négauif. 


494. Il est aisé den déduire la valeur de la méme intégrale rec- 
liligne pour une valeur quelconque de ¢) = «+ (t, sous la con- 
dition que 8% ne soit pas entier. Observons tout d’abord que le 
résultat doit étre indépendant de a, car si Pon désigne par a@ un 
nombre réel, on aura 


ota+1 = 0 cae fh 1 Yytati 
ae , e i 


or les deux intégrales 
1 pPota 1 wyatt 
if Oli 1 


“Vv Yo+1 


sont égales, comme on Je voit en changeant la variable d’intégra- 
tion g en ¢y +1; on a donc 


(cae 


Aba =f. 


Il nous suffira, pour ce qui suit, de supposer que ne soit pas 


Po +1 


un nombre entier, et le résultat sera donc indépendant de cette 
supposition. 


A495. Soient m et n les nombres entiers déterminés par les con- 


ditions 
mao“~<mamest, n<Ban+t; 


posons en ou tre 
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étendue au parallélogramme dont les cotés sont 9, + 1, 
0) -+ 1, >. Deux cédtés de ce parallélogramme sont paralléles a 
l’axe des quantités réelles, les deux autres sont paralléles a la di- 
rection qui va du point 0 au point 7; en le parcourant dans le sens 
quwindique l’ordre de succession des sommets, on voit qu’on le 
décrit dans le sens direct ou dans le sens inverse, suivant que n 
est positif ou négatif; les zéros de la fonction 3,(v) contenus a 
Vintérieur de ce parallélogramme sont d’ailleurs les points 


TS ea AB I re BG rienets HD SF WV a TG 


dans le premier cas, les points 


m+l, m+i—t m+Ii—a2zt, weep) MEI (N+1)/)t 


dans le second; leur nombre est toujours égal a|n|; chacun d’eux 
Ji(v) 
91 (9) 


considérée est donc égale a + 2|n|zz, suivant que l’on a marché 


est un pole de la fonction , dont le résidu est 1; Vintégrale 


dans le sens direct ou dans le sens inverse : elle est, dans tous 
les cas, égale a anzxe. Elle peut d’ailleurs étre regardée comme 
la somme algébrique des intégrales 


1 pWot+1 1 Pott IP Avot tines 
Wo Wot Vy Wo 


mais la seconde et la quatri¢me de ces intégrales sont manifeste- 
ment égales; on a donc 


t 


Pima SACD) POLS) 
eS dy — Sa OP = DR, 
41 (?) ~ Ji (ve) 


Wo Vo 


el, par conséquent, comme #y est dans la région étudiée au n° 493 
et que, le coefficient de 7 dans q» étant positif, la premiére inté- 
grale est donc égale 4 — mi, ona 


I 


Poticr 
(CXVII,) f aql0) 5 
‘ 71 (v) 


y= —(2n+1)TzL. 
i} 


A496. Il est aisé d’en déduire la valeur de Vintégrale recliligne 


1 pYort or 
Sao 
if \ ) dey, 


ev 
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ott maintenant il est nécessaire de supposer que « n’est pas un 
nombre entier. 
L’égalité 


effet, 


1 porte, Vv I 
epee a,(-/—- 
eS Co laa) : J ING c 
= — dy = —Ti(2%) +7) + -— K dy, 
S J1(9|7) rc os es =} 
0 “1 - — = 
9 Tv Ty 


el, en changeant la variable d’intégration ¢ en ez, ce qui n’altére 
as le caractére rectiligne de Vintégration 
8 § ’ 


2 —T1) ; 
°=8 a( p = i = KS =F0 = Mm, 


et, par conséquent, en appliquant le résultat précédemment ob- 
tenu, 


1 ott Sy 
Sie . ' 
ices — TU(26)-+ tT) 4+ (2M+1)T. 


(CXVI,) i Soh 


ia) 


497. Si maintenant on se reporte a la formule (XX XIII, ) 


zl fi 
UH an ae ed) 
Oy 20, J, (9) 


“= 


ol u=2¢,, et si lon remarque que, l’un des deux points u, 9 
décrivant une droite, il en est de méme de l’autre, on obtiendra 
immédiatement les conséquences suivantes : 


Si Pon pose, en désignant par a, 8 des nombres réels, 


Uy = 24M, + 280s, 
T. et M. — Ill. 10 
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et si on désigne par m et n des nombres entiers déterminés par 


les conditions 
UOMO UE ip n<obBon+t, 


on aura 


F plty +20, 
if Cu du =2y,(U+0,)—(27 + 1)zt, 
(CXVI,) ee 


1 pllg +23 
a Cu du == 273(Up + 3) + (2M + 1)T. 


Uy 
. n TAno 1 Lor ? 
Pour la premiére intégrale, on suppose seulement que 6 n’est pas 
entier, pour la seconde que « n’est pas entier. 
498. Soient 7, s deux nombres entiers premiers entre eux. 


Adjoignons-leur deux autres entiers 7’, s’ tels que l’on ait 


P= 7's =i, 


et posons (XIX, XX) 


Qy= 7 Oo, -S 3, Bi =e Mla OS Ys 


Q3 = 7'o, + S$'w3, H3 = 7" q1 + S' 43. 
Appliquons les résultats précédents a la fonction 
C(u | Q1, Q3) = Cu; 
nous aurons, en supposant toujours l’intégrale rectiligne, 


T jlby = 20), 


Cu du = 28,(up+ Q,) —(2N+1)77; 


beat (71) 
le nombre entier N est déterminé par les conditions 


} ; N<BPr—as<n+1, 
puisque Vona 


Uy = 240,-+ 2B Ws = 2(as'— Br’) Q, + 2(Br—as) Qs. 


On peut done écrire, en supposant 7, s premiers entre eux, 


IF allo +27, +250), 
Cu du =2(rni+ $73) (uo + rw, + $03) —(2N +1)Ti. 
bat 71) 
En observant que la valeur de N ne change pas quand on rem- 
place # par a+r et B par B-+s, et en remplacant successivement 
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dans cette formule uy par Up + 270, + 2503, Uy +4rw,+ 4s05,..., 
y+ 2(v—1)(ro,+ sw 3) et ajoutant, on trouve 


Wo t+2V(PW,+S W;) 
(CXVII;) I Cudu = 2v( rq, +873) (Uo+ rvwi+ $V03)—V(2N-+1) 70, 


Up 


et, par conséquent, dans les mémes conditions 


1 VYotv(r+st) e, 
ake : 

a si de = -ymi} an +i s[2e+v(r+se)]]. 
ww) 


~1 
ia 


En résumé, on a le moyen d’obtenir toutes les intégrales recti- 
lignes de la forme 


ts t 


Up +27 W,+25 Ws; Morr +St Br (6) 
f Cudu, ff dys 
Po 


J uy Si (9) 


ou 7 et s sout des entiers quelconques. Disons encore une fois 
que le segment de droite qui va de wy a Uy + 27rw,-+ 253 ne 
doit contenir aucun péle de Cu. 

En prenant dans lavant-derniére égalité 7 == s = —1, on ob- 
tient 


F plo +2 Wo 


Cu du = 292(Up+ W2)-—(2+1) 71, 
“uo 


of » est un entier déterminé par la condition 


wmia~—BoOpt+t, 


et qui est évidemment égal 4m —n owdm—n—t. 


499. Les résultats qui précédent permettent évidemment d’ob- 
tenir les intégrales rectilignes de la forme 


I pllo t+ 2rW,+25); 


o(u) du, 
“tly 
ot 9(w) est une fonction doublement périodique a périodes 2 w,, 
2W 3 et our, s sont des entiers quelconques. 
Si, en effet, on décompose la fonction 9(w) en éléments simples. 
on obtient une somme de termes de la forme 


d"C(u—a) 


C(Uu—a 
dw = y 
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multipliés par des constantes. Les termes de la premiére sorte 
s’intégrent immédiatement; la partie quils fournissent, dans I’é- 
valuation de l’intégrale envisagée, ne dépend que des limites et 
nullement du chemin d’intégration, puisque Ja fonction $(w — a) 
est univoque ainsi que ses dérivées; pour chaque pdle a, cette 
partie est nulle si 2 est plus grand que 1 et égale a 27H, + 25%; 
sin est égal 41. Les termes de la seconde sorte peuvent étre éva- 


lués par ce qui précéde : en posant wy = wy — a, On a 


t pAllo +27W,+25W, I nally +270, +250; 
ii: c(u—a)du= [ Cu du. 


500. Si, par exemple, on prend pour o(w) la fonction 


piu-+p'a 


= ((u—a)—Cu+ Ca, 


I 
TW) == = 
: 27 Pu ia 


ot. a@ est une constante qu’on peut supposer mise sous la forme 
2.0/0, -+- 2B’w 3, a, B’ étant des nombres réels, on aura, en dési- 


gnant pars, $ des nombres premiers entre eux, 


Wot 2(7 W,+S Ws) 
ff o(u) du = —2(rai+ $3) a 


Uo 
+ 2(7rw,+ $03)Ca+2(N—N’') TU, 


ott N et N’ sont des entiers déterminés sans ambiguité par les con- 


ditions 
N<Br—as<cn-+t, 
w< (P— BB’) r—(2—a@’)s <n’ +15 
le cas ot Yun des nombres Br — as, (8 — B')r — (a —a')s se- - 


rait entier doit étre exclu. 


II. — Intégration le long d’un chemin quelconque. 
Cas général. 


901. Lorsque Pon a a intégrer une fonction doublement pé- 
riodique o(w) a périodes 2w,, 23 le long d’un chemin déter- 
miné (C), allant d’un point wy dun point wy, il faut d’abord, pour 
que la question ait un sens, que le chemin d’intégration ne passe 
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par aucun pole de o(w). Cette condition étant vérifiée, la marche 
générale consiste 4 décomposer la fonction 9(w) en éléments 
simples; 9(w) est alors une somme de termes de la forme 


dtr(u—a) 


dur 


C(u— a) 


multipliés par des constantes. Les termes de la premiére sorte s’in- 
tégrent immédiatement, et la partie qu’ils fournissent dans |’éva- 
luation de Vintégrale envisagée ne dépend que des limites uw, 
et w,, et nullement du chemin d’intégration. Quant aux termes 
de la forme €(w— a), on les intégre en partant de ce que l’ona 


dlogo(u—a) | 
du { 


{(u—a) = 


ils introduisent par intégration des termes de la forme 
logy (u;— a) — logo (up— @). 


La valeur de cette différence n’est déterminée, pour des valeurs 
données de uy, u,, qu’a un multiple prés de 27x, et ce multiple 
dépend essentiellement du chemin (C). 

C’est la détermination de ce multiple d’aprés la nature du che- 
min (C) ou, si l’on veut, le choix des déterminations des loga- 
rithmes qui est Pobjet de ce paragraphe. 


502. La question ne se pose pas quand les invariants 22, g3 de 
Ja fonction ou sont réels, que le pdle a est réel et que le chemin 
d’intégration est ’axe des quanutés réelles. On ne peut alors sup- 
poser que l’axe des quantutés réelles contienne entre Wp el uw, un 
zéro de la fonction ¢(u — a), qui serait un pole de la fonction 
o(u); il en résulte que les deux quantités ¢(Up — @), 6( us, — @) 
sont de méme signe, et la partie de l’intégrale qui provient du 
terme ¢(u — @) est alors 


/ 


Ul, tA 
(CXVII,) i £(u—a) du=log aa a 
u Os 


oO 


ot la quantité dont on doit prendre le logarithme est positive et 
ot le logarithme a sa détermination réelle. 
La question ne se pose pas non plus lorsque les invariants étant 
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toujours réels, le chemin d’intégration est une portion de laxe 
des quantilés purement imaginaires, et que le pdle est un point 
situé sur cet axe. Les relations d’homogénéité (VILL) donnent, en 
effet, les formules 


O (iu; 22, &3)= tu; G2, — 83), 
6 (aa3 £2, €3) = —iC(u; £2, — 3), 
pP (tu; £2, 83) = — P (U3. 82, — 83); 


mais si l’on considére un pole d’affixe ia, et le chemin d’intégration 
rectiligne qui va du point cu) au point tu,, a, Uy, Uy étant réels, 
on ne peut supposer que ce chemin contienne un zéro de la fonc- 
tion ¢[¢(u— a); ga, gs]; il en résulte que la fonction réelle 
3(u — a; 82, — g3) conserve le méme signe quand wu varie de Uy 
a uw. Dans ces conditions on aura 


LP attey 


C[¢e(u— a); 82, 83 | d(ww) 


(CXVII;) 


? 


I 
G(Uy— A; £2, — £3) 
=f: i(u— a3 8, — &3) du =log os 


Uy °C (Uy — 4; 82, — S3) 
en conservant au logarithme sa signification réelle. 


503. Mais le probléme posé ne peut étre évité en général. Il 
est clair toutefois qu’il suffit de le résoudre pour la fonction Cu, 
puisque, en désignant par (C) un chemin quelconque et par (C’) 
ce que devient ce chemin (C) quand on lui fait subir une transla- 
tion égale au segment de droite qui va du point o au point — a, 


ona 
i C(u—a)du= af Cu du. 
(C) (C’) 


Il est clair aussi, en vertu de la formule (VI;), que si l’on sait 
effectuer Vintégration pour un chemin (C’), on saura J’effectuer 
pour tout chemin (C) qui se déduit de (C’) par une translation 
égale au segment qui va du point 0 au point 270, + 28,3, en dé- 
signant par 7 et s des entiers. Ein supposant, par exemple, que le 
chemin (C’) soit dans une région ot logdw ait été défini comme 
une fonction holomorphe, si l’on fait se correspondre les points wv 


et. u’ par la formule 
U = U'+ 2704+ 25s, 
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on aura, en désignant par wu, wv, les points qui correspondent 
Ugly 


Uy 
(CXVIT,) i Cu du = log ou, — logeuy+ (2rn, + 2573) (u,—U)); 
Uy 


Or, si l’on considére les paralléles a la direction qui va du point o 
au point ,, menées par les points d’affixe (22 + 1)w,, ot n dé- 
signe un enter positif ou négatif, ces paralléles sépareront le plan 
en bandes, dont chacune pourra, par des translations du genre de 
celles que on vient de définir, étre amenée sur telle bande que 
Yon voudra, par exemple sur la bande (By) qui contient le point o, 
et dans laquelle logou est défini (n° 470) comme une fonction 
holomorphe, sauf toutefois sur Ja coupure que comporte cette 
bande. Or le chemin d’intégration, quel qu’il soit, se compose de 


x 


parties dont chacune appartient a une seule bande et peut ainsi 
étre ramenée, par translation, a étre située dans (By). On pourra 
donc se borner a considérer des chemins d’intégration situés 
dans (B,). 

La méme réduction s’effectue encore en appliquant le théoréme 
de Cauchy (n° 352): on peut, en effet, substituer au chemin (C) 
un chemin (C’) ayant les mémes extrémités, tel qu’on puisse dé- 
former le chemin (C) pour ’amener sur le chemin (C’) sans passer 
par aucun pdle de Cu. Le méme théoréme permet méme de sup- 
poser qu’un ou plusieurs pdles de Cu se trouvent a l’intérieur de 
Paire limitée par les chemins (C) et (C’) pourvu qu’on en tienne 
compte. Si le chemin (C) vade wy a u, on déterminera dans (B, ) 
deux points uw), wv, respectivement congrus a Uy, UW, modulis 204, 
2.03, et on substituera au chemin (C) le chemin (C’) composé du 
chemin rectiligne qui va de wy) 4 wv), d’un chemin quelconque situé 
dans (By) allant de wu, au, et enfin du chemin rectiligne allant 
de w’, a u,. Les intégrales rectilignes s’obtiendront par la for- 
mule (CXVII,) et il ne restera plus qu’a effectuer l’intégration le 
long du chemin situé dans (B,). Il va de soi qu’aucun pdle de CU 
ne doit se trouver sur le chemin (C’). I] ne faudra pas oublier de 
tenir compte des pdles contenus entre (C) et (C’). 


504. Quant a Vintégration le long’ du chemin situé dans (Bp), 
on pourra se servir, pour l’effectuer, de la définition de logou 


152 CALCUL INTEGRAL. 


donnée au n° 470 et de la série trigonométrique. Mais il faudra 
faire attention dla coupure : on pourra toujours Péviter en apphi- 
quant convenablement le dernier procédé; sinon, on devra mor- 
celer le chemin en parties qui ne la traversent pas et effectuer 
’intégration le long de chaque partie de chemin, en se rappelant 
que les valeurs de loggwne sont pas les mémes sur les deux bords. 
Nous aurons l’occasion d’appliquer cette remarque dans le pro- 


chain paragraphe. 


505. Rappelons enfin la formule, déja utilisée au n° 497, 


me 
(CXVII,) i Cu du = — ee U2) + i ; 3! ae 
u est égale a 29w,¢ et les chemins d’intégration se correspondent; 
ils sont semblables (et méme homothétiques quand 2, est réel); 
le centre de similitude (ou d’homothétie) est le point o. Cette for- 
mule montre gqu’il suffit de traiter le probléme ibs nous occupe 


Ji (%) 
J1(¢) 


Quand on se donne la valeur de 9, la valeur de S,(¢) est donnée 
par une série trés convergente, de sorte que l’on peut aisément 
calculer la valeur de log 3, (¢) avec une trés grande approxima- 
tion, sauf toutefois un multiple de »xz, qui est enuérement in- 


dans le cas ot le signe f porte sur la quanute ; S 


connu. Pour déterminer ce multiple, il suffit de calculer directe- 
ment log, (¢) au moyen des formules (CVI,, CV,), avec une erreur 
moindre que 7 en valeur absolue, donc, avec une approximation 
assez grossiére. Afin de savoir combien de termes il faut prendre 
dans le développement de log S,(»), donné par la formule (CV.), 
pour avoir la valeur de ce (ewan avec une erreur moindre 
que ~ en valeur absolue, nous allons évaluer une limite supérieure 
de la valeur absolue de la somme 


r= eo 


g?r 
eee i sri 2sinrne)%, 
ea) 


at ¢ 


yt Oe y »)-—+A ‘ 
ou Pon suppose ¢ == a +- Beer 


PR ae 3 rut 7r3 fo e PB 
2¢SINTTP erate Grp- e SPEG " u 
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et, par suite, / désignant la valeur absolue de g, 


r 


=e, ie 


r 
2 


[osinrre| CArB+ AB <h ; 
la dermiére inégalité résultant de ce que la fonction z+ 2~' de 
la variable positive 2 grandit lorsque x diminue et de ce que, si 8 


Pr 


est posiuf, h? est plus peut que 478. On aura donc 


— 


qe” ; her 5 | + 4h 


: (2sinr7ze)? - 
r(i— q?") i) r(1— h27) 


Le second membre de cette inégalité peut d’ailleurs s’écrire, en 


supposant r2n, 
1 OU @ ey Le eas ay an (ea 
r(a— hr) ~1—h? 


On en déduit, pourn =1, 


r+h I 
| R, | | oO 
Re ey ae Naas ieee | 
Ct. pour 7 > 1; 
I Ar I h h2 he- 
SS oe a Fy ge Seats ce ie 
ie 1—h 1 ’ ea 


Lesseconds membres vont manifestement en grandissant avec h. 

On trouve que = ioe — 7 est plus petit que x pour h = 0,57. 
Si A est inférieur a cette limite, le calcul de la somme de la série 
qui figure dans la formule (CV) est inutile; or, on verra que dans 
les applications les calculs peuvent étre dirigés de facon que h 
reste trés au-dessous de cette limite. 

Pour / égal ou inférieur 4 0,78 on trouve, de méme, |R3|<7 
en sorte que, dans ce cas, il suffirait de calculer un terme de la 
série (CV,). 

On voit donc comment l’indétermination pourra toujours étre 
facilement levée. 

Il est bien clair que le méme procédé s’: 
expressions de log¢,(w) ou de log S,,,(), données par les for- 


mules (CVI i CV,.). 


applique aussi bien aux 
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III. — Seconde méthode ne convenant-qu’au cas normal. 


506. Nous allons résoudre le méme probléme que dans le pa- 
ragraphe précédent, en suivant une méthode toute différente, qui 
nous fournira des renseignements intéressants et utiles, concer- 


; : : : SG 
nant la fonction S,(v), mais qui ne convient qu’au cas ou = est 
un nombre réel et positif. 


Nous établirons d’abord la proposition suivante (') : 


in supposant que : soit réel et'positif, la partie réelle et le 


coefficient de 7, dans la fonction 3,(a-+ 6t|7) ota, 6 désignent 
des variables réelles dont les valeurs absolues sont inférieures ou 


fe 


égales a =) sont respecuvement du méme signe que «@ et {. 

Nous désignerons le point 3,(¢) comme ’image du point ¢; si 
ce point ¢ décrit une figure (F), le point S,(v) décrira une fi- 
gure (F’) qui sera l’image de la figure (F). On sait que dans ce 
mode de correspondance (représentation conforme) les angles se 
conservent. 

Nous allons déterminer les images R,, R), Ry, Ri, des quatre 
rectangles R,, Ro, R3, R, dont les sommets successifs ont respec- 
tivement pour affixes 


[ earns v Tv Sh ae I 
0, ) ’ ; Oo, > ; =; 
2 2 2. 2, 2 2 
I pe a Tv Tv 1 as I 
Oo, ’ ) sas oO, ——) ed =a = 
2 2 2 2 2 2 


Il suffit de faire cette étude pour le rectangle R,, car si l’on 
pose, en général, F 
J14(% + Bc) = A+ Bi, 


ot A et B désignent des nombres réels, on aura 


a= Bt) = A— Bz, 
J,(--a— 6t)=— A— Bi, J1(—a-+- Br) == AS Bz, 


puisque, dune part, la fonction S,() prend des valeurs imagi- 


naires conjuguées pour des valeurs imaginaires conjuguées de 


(') Voyes Scuwarz, Formules, etc., n° 51. 
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et que, d’autre part, cette fonction est impaire. Par conséquent, 
Rj, et Rj seront symétriques par rapport a l’axe des quantités pu- 
rement imaginaires; R{ et Ri seront symétriques par rapport au 
point o; Rj, et Ri, seront symétriques par rapport a l’axe des 
quantités réelles. 


507. Tout revient donc a étudier image R’, du rectangle R,. 

Supposons que le point » décrive ce rectangle dans le sens direct 
. EN r wag 

en partant du point 0. Quand ¢ croit par valeurs réelles de o a = 


la fonction 3, (¢) est réelle et croit depuis o jusqu’a 


I 4 


st (<) = 30) = 29099 G7 


2) 
ainsi qu’il résulte du n° 175 et des formules (XXXIV,), (XXXVI); 
le point S,(¢) décrit done le segment de droite qui va (') du 


. . L . . 
pot o au poimt Si (+): Supposons, maintenant, que le point ° 
V2 


Biowe ie 

-1+ T EG 14+T 

2 2 2 

+ 
(Ro) (R,) 

Za To Zz 
4 (R3) (Ry) = 
-1-T C L=C 

2 ee 2 


IT c 
décrive le second cété du rectangle; nous ferons ¢ = = +4a-—, en 


(') Sur la figure, on a supposé g = 0,8 et l'image est réduite au quart des di- 
mensions réelles qu’elle devrait avoir par rapport a celles des rectangles R,, R,, 
Raabe 
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supposant que la variable réelle z croisse de o a 1; Sy Se 


est alors égal a 3S, (a a : c’est une quantité réelle, positive et 
Dy 


croissante avec @, ainsi qu’il résulte immédiatement de la for- 
mule (XXXII) qui montre que la fonction 3, (ce), ol ¢ est une 
variable positive, est une somme de termes positifs qui croissent 


) 


wla 


tous avec 9; lors done que « croit de 0 a 1, la fonction 3, (« 


croft en restant réelle et positive de S,(o) a 


a An hina mates =} : 

2.(=)—3,( 1 *S3(0) = * 9093; 
Nay 2) 

en sorte que, lorsque le point ¢ décrit le second cété du rectangle, 

son image décrit le segment de l’axe des quantités réelles qui va 


: ] : I-+-Tt 
du point 3, (=) au point 3, ( ). 


Dy 2 


Tandis que le point » décrit les deux premiers cétés du rec- 

5 ne 7 3 : I 5 
tangle qui se réunissent a angle droit au point 57 Son image 
décrit deux portions de droite qui sont dans le prolongement 
Pune de l’autre. Cette contradiction apparente avec le principe de 


5 : . ; I Se, bs 
la conservation des angles tient a ce que, au point —, la dérivée de 
2 


la fonction 3,(¢) est nulle (XXXV,). 
Supposons, maintenant, que le point » décrive le troisiéme 
Ter fe : : ba . 45 
cété du rectangle, qui va du poimt —— au point -; on fera 
2 2 


T+I--& A . ? : 
Ves = et Von fera croitre la variable réelle 2 de o a 1; on 


aura alors 


A d ! Ob € SO 
Lorsque « croit de o a 1, la fonction 3; ( *) est réelle, positive 
Ne 


et décroit (n° 175) depuis la valeur 3; (0) = go q? jusqu’a la va- 

leur S,(0) =qog?; ailleurs, la valeur absolue de S, (py) est 
ah on oa . : 

Janos C Ns son argument est =; le point S, (e) décrit donc, dans 


/ 


les mémes conditions, une portion de courbe représentée en 
coordonnées polaires e, w, quand on prend l’origine pour pdle et 
Paxe des quantités réelles positives pour direction positive de 
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Vaxe polaire, par |’équation 


dans laquelle on devra faire varier w de 0 d—- Cette courbe relie 
P, 


| eel 


as 
le point 5, (=), situé sur Paxe des quantités réelles, au point 
2 


oO 
=, ( 


ment imaginaires; le rayon vecteur qui va du point o 4 un point 


) situé sur la partie supérieure de l’axe des quantités pure- 


wjla 


de la courbe décroit 4 mesure qu’il tourne dans le sens positif ('). 
Supposons, enfin, que le point » décrive le quatriéme cété du 
. . G, . . 
rectangle qui va du point = au point o. La fonction 3, (¢) est pu- 
2, 
rement imaginaire; le point S,(¢) ira donc, en restant sur l’axe 
avs s Fae : v : 
des quantités purement imaginaires, du point 3, (=) au point 0; 
2 


du reste, il est bien aisé de voir, en raisonnant comme au n° 175, 


. ° Vv A 
que le coefficient de ¢ dans 3,(¢), quand = croit, par valeurs po- 


yee xe, fe Aes . id 
sitives, deoa ser est positif et croissant (7). 


(') Cette courbe peut, suivant les cas, présenter ou non, un point d’inflexion. 
(*) Reprenons les notations du n° 175 et posons 


vaiw, f(w)= ~ &,(iw), f'(w) =3', (iw). 


On déduira de l’égalité (XXXIII_) la suivante : 


a fw) Rae xe Nn, 
= SS OU Be) ate — 115 
dw f(w) o,. 
la fonction réelle p(2w,im) est égale & —o pour w= o; elle est croissante 


a : yk W, A p 
quand w croit par valeurs positives jusqu’a la valeur w = as eed annule 
20,0 2 
1 


sa dérivée; pour cette valeur de w le second membre est égal a 
- \ 
3 q 
Ao; («. sF a D 


quantité négative (XXX,); lors donc que w croit de o a = par valeurs positives, 


la fonction décroissante 


T 


d’abord positive, se réduit, pour = eee a t, comme il résulte de la formule 
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En vertu du principe de la conservation des angles, la ligne 
courbe, image du troisiéme cété du rectangle R,, rencontre a 
angle droit les axes des quantités réelles et des quantités pure- 
ment imaginaires sur lesquels sont situées les images des second 
et quatriéme cdétés de ce rectangle. 

En résumé, quand le point ¢ décrit le rectangle R dans le sens 
direct, en partant du point 0, son image décrit, aussi dans le sens 
direct, le contour R! d’une aire limitée par le segment de l’axe des 


oh Oe 5.9 : ° = Was 8 
quantites positives qui va du point o au point &, (=) en 


. feat: ° & 
passant par le point Si ( x)? par une portion de courbe qui re- 


\ 


spas: . iy I+ Tt . los Ge 

‘ ase |) AW [RGRIMI: —), enfin, par le segment 
joint le point 5, ( Z ) au p Jy (<), >| 2 
de l’axe des quantités purement imaginaires qui va de ce dernier 


point au point o. 


508. Nous allons montrer que l’aire (R,), limitée par le rec- 
tangle R,, a pour image Vaire (R’‘), limitée par le contour Rj. 
A chaque point situé a Vintérieur de Ry correspond évidemment 
un point et un seul situé a l’intérieur de R,. Inversement a chaque 
point a, situé alintérieur de R’, correspond un point et un seul ¢ 
situé a Vintérieur de R,; en d’autres termes, |’équation en ¢ 


31(v) —a=o0 


admet une seule racine figurée par un point a l’intérieur du rec- 
tangle R,. On sait, en effet, que si une fonction f(¢) est holo- 
morphe al’intérieur d’un contour (C), le nombre de zéros de f(¢) 
contenus a l’intérieur de ce contour (C) est égal au quotient par 
2tnm de Vintégrale de la fonction d log f(), prise le long de (C) 
dans le sens direct, ou, ce qui revient au méme, au quotient par 
2m de la quanuité dont s’augmente argument de f(v), quand 
décrit le contour (C) dans le sens direct. Mais, lorsque le point ¢ 


décrit le contour R, dans le sens direct, le point 3,(») décrit 


(XXXV,); elle est donc toujours positive. Dans ce méme interyalle la fonction 
J/() ne s’annule que pour «= 0; elle est toujours positive pour m= —; la 

i 
fonction /'(sv) est donc, elle aussi, toujours positive et la fonction J (w) tou- 
Jours croissante, ce qu’il fallait démontrer. 


INTEGRALES DES FONCTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES. 159 


le contour R’ dans le sens direct et le segment de droite qui joint 
le point @ au point S,(¢) tourne autour du point a, dans le sens 
direct, d’un angle égal a 27; l’argument de 3,(~) — a augmente 
done de 27; donc le nombre de zéros de la fonction holomorphe 
3, () — a, contenus a V’intérieur de R, est égal a 1. 

De ce que (R’) est l'image de (R,), il suit que la partie réelle et 
le coefficient de z dans la quantité S,(a-+ 87), ot a et & sont des 
nombres réels, compris entre o et =) sont positifs; on peut méme 


US tay 


ajouter que la partie réelle est inférieure a 3, ( - 

Des conclusions toutes semblables s’appliquent aux images Rj, 
R,, Ry des rectangles R,, R3, R,, images qui se déduisent toutes 
de Ri par symétrie. Les contours R’,, Ry, Ri limitent des aires 
(R,), (R,),€Ri) qui sont les images des aires (Ry), (Rs), (Ra), 
himitées par les rectangles R,, R;, R,. Quand le point » décrit 
dans le sens direct un des contours Ry, R3, Ry, son image décrit 
le contour correspondant dans le sens direct. 


509. Remarquons, enfin, que les quatre aires (R,), (R2), (Rs), 
(R,) forment, dans leur ensemble, une aire (R), limitée par un 
rectangle R; cette aire a pour image l’aire (R’), ensemble des 
aires (R’), (Ri), (R4), (R)), limitée par un contour simple R’, 
formé par l’are de courbe qui a été décrit plus haut et par des arcs 
symétriques. 

Il est dés lors aisé, en pratiquant une coupure dans le rec- 
tangle (R), de définir dans ce rectangle log 5,(9) comme une 
fonction univoque, le coefficient de 7, dans cette fonction, étant 
Vargument de 3, (¢). 

Lorsque ¢ est un point de (R), 3,(%) est un point de (R’). 
L’argument de 3,() peut étre défini, sans ambiguité, si l’on 
pratique dans (R’) une coupure quelconque, allant du point o a 
un point de R! et ne se croisant pas elle-méme; pour nous con- 
former aux habitudes, supposons que cette coupure soit pratiquée 
le long de l’axe des quantités négatives du point o au point 


a5 5 5 om 1 \ 
S (==) en passant par le point 3,(— 5) le segment de 
s 


3 3 . e > I A =o 
droite qui va du point o au point Sr (- *) est image simple du 


‘ “ ° . I 
segment de droite qui va du point o au point — 2 dans le rec- 
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R : : SE Orr eee 
tangle (R), le segment de droite qui va du point J, (— =| au 


—1I—7 


point 3, (= 


) est a la fois image du segment qui va du point 


if . eet Hi ons > ° I . 
=e MN [OMA <=. du segment qui va du point — 5 au point 
>: 2, 2 


—I ye! 

—-—. On regardera la coupure totale comme ayant deux bords, 
BY .é 

un bord supérieur sur lequel l’argument de 3, (v) est x, un bord 

inférieur sur lequel cet argument est — x. Pour les points 35(%) 


de (R’) qui ne sont pas sur la coupure, argument de S,(v) est 


compris entre —7z et +7. Pratiquons, de méme, dans (R) une 
seo ‘ peat A 
coupure rectiligne allant de 0 4 —- et désignons par (Ro) la 
2 


figure ainsi modifiée, dont le contour est formé par la droite qui 


‘ : [ rake 
va du point 0 au point — ; (bord supérieur de la coupure), les 


v 


a 


5 6 4 5 T . — 1+ 
droites qui vont successivement du point — ~ au pomt — 
9 


4 > 1+ Tt ° < I1—T a 
de ce point au point =e de ce point au point = de ce point 


. — T . e I . 
au point oe de ce point au point —-— et de ce point au 
2 2 


point o (bord inférieur de la coupure). Le contour de (Ro) est 
simple; la fonction log 3, (v) définie comme étant la valeur prin- 
cipale du logarithme de S,(¢) est réguliére en tout point ¢ situé 
a Pintérieur de (Ry). Sur le bord supérieur de la coupure et sur 
le segment quiva de — . a =e le coefficient de ¢ dans log 3, (¢) 


est 7; 11 est — x sur le bord inférieur de la coupure et sur le seg- 


. 1 ) a 
ment qui va de —- a 
2 


- La fonction log 3,(¢) est définie 


sans ambiguité pour tous les points de (Ro) et de son contour, 
sauf au point 0, a condition de distinguer les deux bords de la 


coupure, 


510. Sil’on désigne par v9 et ¢; deux points intérieurs a (Ro) 
et si l’on imagine un chemin allant de ¢) A », et dont tous les 
points soient intérieurs 4 Ry, on aura le long de ce chemin 


f Ae, | x 1 S 
: Se 0g Ji(%)— log 31 (¢0), 


F (Ng 


INTEGRALES DES FONCTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES. 16) 


ot nous adopterons pour log S,(¢) la définition précédemment fixée. 
Cette égalité subsiste lorsque Pun des points 5, , vient sur le 
contour de (Ry) et méme sur la coupure, mais il importe de dis- 
tinguer sur quel bord on se trouve; il suffit pour cela de consi- 
dérer les points infiniment voisins de ¢), »; sur le chemin d’inté- 
gration. Elle subsiste encore si les deux points 9», ¢, sont sur la 
coupure et si lintégrale est rectiligne; on peut, dans ce cas, se 
placer indifféremment sur un bord ou sur l’autre, mais il est in- 
dispensable de regarder les deux points ¢), »; comme placés sur 
le méme bord. 


511. Supposons maintenant que, en allant de ¢) a ¢, par le 
chemin d’intégration, on reste toujours dans le rectangle (R), 
mais qu’on soit obligé de traverser la coupure au point ¢, par 
exemple, en passant de bas en haut. Nous distinguerons les 
points v, v, de méme affixe que 9’ et situés ’un sur le bord infé- 
rieur, l’autre sur le bord supérieur. On aura alors 


Vy v4 vy 
i i 
a) 0 VS 


ou il est entendu que les intégrales portent sur la méme quantité 


Sei rere ; 
oi et que les intégrales du second membre sont respectivement 
i 


étendues aux deux portions du chemin d’intégration qui vont 


de vy) a ¢,, de o, a »,, lesquelles ne traversent plus la coupure. De 
cette égalité et de ce que logS,(¢), logS,(»,) ont méme partie 
réelle, tandis que leurs parties imaginaires sont respectivement 


égales 4 — zi et + x7, on déduit 
Be ae I xo / ] aes Nf | oS ] ere (OL 
om i 0gJi( 4) = 0851 (%)+> 0g31(%1) — O08 J51( 2) 


Ca 


= logS, (1) —logS,(%9)— 270. 


D’une facon générale, en supposant que le chemin d’intégra- 
tion ne sorte pas du rectangle (R), on aura 


Moy 
(CXVIIT,) ee S Le) de = log (01) — log (%0) + INTL, 
e/ 9 =< 


en adoptant pour les logarithmes leurs déterminations princi- 
iT. et M. — Ill. Ir 
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pales et en désignant par N un nombre enter que l’on obtient en 
ajoutant autant d’unités positives que le chemin d’intégration tra- 
verse de fois la coupure en allant de haut en bas, et autant d’unités 
négatives que le chemin d’intégration traverse de fois la coupure 
en allant de bas en haut. 


542. Considérons, par exemple, Vintégrale rectiligne 
/ 


Pot+ic, 
0 i (CD) 
i Sie) 8 


Vo 


Pa 
U 


K 4 3 3 ; —I 
ot %) est un point du segment de droite qui va du point ae 
: —I+Tt \.7y . A I : Fi 
au point ————,, al’exclusion du seul point — a Le chemin d’in- 
2 2 
\égration ne traversant pas la coupure, on aura 


y 


Vol Si (?) dv = logS,(¢ ale 1)—log3,(%); 
v 1(¢) : i 5 


0 


les deux nombres 3,(v)+ 1), Si(¢o) sont réels, égaux et de 
signes contraires ; suivant que le coefficient de z dans ¢) est po- 
sitif ou négatif, c’est-a-dire suivant que le point ¢ est situé sur 


. ° T . 
un ou lautre des segments qui vont du point — - aux points 
2 


—t+t —I— 


) -, Vargument de 3, (¢)) est + 7 ou —7; d’ailleurs 
2. 2 . 


Pargument du nombre positif S,(e)+ 1) est nul; on aura donc, 
suivant que le coefficient de z dans ¢y est positif ou négatif, 


UTA Oe i 
(CXVIII,) if 5 = do == ni. 


ey 


513. Les deux résultats contenus dans la derniére formule 
peuvent étre reliés l'un a VPautre par le théoréme de Cauchy qui 
permet plus généralement de déduire toutes les intégrales de la 


/ Potle: 
2 ia Ce 
forme ip 1 ( De de lune d’entre elles. 
31(?) 


Vo 


Soient, en effet, 9, ) deux points quelconques tels que les 
paralléles a Vaxe des quantités réelles menées par ces points, et le 
segment de droite Joignant ces deux points ne contiennent aucun 
zéro de la fonction S,(¢). Soit v» celui des deux points situés le 
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plus bas; considérons alors le parallélogramme dont les sommets 
SONE Po, Vo+ 1, Mo +1, Ho; EN parcourant ce parallélogramme, 
de maniére a rencontrer les sommets dans l’ordre indiqué, on le 
parcourra dans le sens direct. Si A est un point quelconque du 
segment qui joint les points , ; si B est le point d’inter- 
section du segment qui joint les points v) + 1, my) +1 et dela pa- 
Bye) 
Ti(¢) 


prend les mémes valeurs en A et en B; il résulte de la que Vinté- 


ralléle 4 Paxe des quantités réelles menée par A, la fonction 


or 
J (0 , ea ; 
grale Als ) de, étendue au périmétre du parallélogramme, est 


J1(¢) 
égale ala différence des intégrales rectilignes 
+1 cr ) 


[ aaa ie / 
Se de. 
as J1(°) J1(9) 


Y wo 


D’un autre cdté, lVintégrale étendue au parallélogramme est 
éeale a atm multiplié par la somme des résidus de la fonction 
I 


sue) 
Si (e) 


parallélogramme, c’est-a-dire par le nombre de zéros de la fonc- 


UW) Wo 


relauifs aux poles de cette fonction situés a lintérieur du 


tion 3, (¢) situés a Vintérieur du parallélogramme, nombre qui 
est évidemment égal au nombre n de zéros de la méme fonction 
situés sur l’axe des quantités purement imaginaires entre les deux 
paralléles a l’axe des quanutés réelles menées par les points 9, po. 
En appliquant l’égalité ainsi obtenue, 


' 


1 AWotlo, ' My S 
Sie eso ; 

[ ant Lao= f = AN Ne ae 
Ji (0) i, 5.(0) 


“Wo 


aul cas Ol My est un point quelconque du cété du rectangle (R) qui 


Ronn . T . I 
joint les deux points — - + -» — ~ — -, autre quele point — -, 
- 2, 2, 2, 2 2 


el en tenant compte du résultat du n° 512 relauf ala valeur de V'in- 
tégrale du second membre pour ce choix de , on obtient aisé- 
ment le théoréme suivant qui comprend celui du n° 512, comme 
cas particulier : 

Sit Vona 


Wo = a-+ Br, 


en désignant par « et 8 des nombres réels, dont le second n’est 
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pas enuier, et si lon détermine l’entier n par la condition 


n<oBPon+t, 
on aura (') 
, ,Wotl 4 (v) 


a dv = —(an-+-r)re. 


io 
on, J1(¢) 


514. Considérons encore Vintégrale rectiligne 


1 Ay tte 


J (e) 
f Su) oy 


Nh) 


ol % est un point situé sur le cdté inférieur du rectangle R qui 
a 


. ——a 
va du point —— 
wo 


Tv 


au point 


Supposons d’abord que Ja partie réelle de ¢), que nous désigne- 
rons par a, soit positive; le chemin d’intégration ne rencontrant 
alors pas la coupure, on aura 


, 


Po +T ih (v) Ha Ss 
= dv = log 3,(%) + t)— log 5, (9). 
he J1(") i 


Fy 


Le second membre est l'une des déterminations du loga- 


rithme de 
Sia = T) Ps: 


SC 


—2iT ey +iT—iTt- 
: 


il est donc égal a la quanuté 


—2in(a— S| + in — ine = in(1 — 24) 


augmentée d’un certain nombre enter de fois 27x. D/ailleurs, 
: Tw 

Vargument de S,()) est compris entre o et — = Vargument de 

J, (Vo+7), égal et de signe contraire au précédent, est 1s 

Ji(%o +7), ég g a p , est compris 


(') Gest aM. Hermite que V’on doit la détermination des intégrales de ce 
type et du type suivant. (Voir la Note insérée dans le tome IL du Calcul diffe- 
rentiel et intégral de J.-A. Serret, p. 837.) Il est a peine utile de faire observer 
que les déterminations obtenues dans les n° 512-516 sont contenues comme cas 
particulier dans la formule générale donnée dans le précédent paragraphe. 


INTEGRALES DES FONCTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES. 165 


entre 0 ét *; le coefficient de i dans log3,(e)+ +)-— log, (%) 
est donc posilif et compris entre 0 et 7; c’est done (1 — 22). 

Si, au contraire, la partie réelle de »), que nous continuerons 
de désigner par a, est négative, le chemin d’intégration rencontre 
la coupure au point « en allant de bas en haut, et on aura 
' 
i 


i) 


Vo t+TtTS 


(9) 
C2) 


Sit & ; 
5 dv = logS1 (e+ 7) — logSy(%))— ain. 
J 

= oe peas Whee 
Dans ce cas encore, log3,(?)-+7)—logS,(v)) est égal a 


(x(1— 24) augmenté d’un certain nombre de fois 277; d’ailleurs 


TT 


Pargument de 3,()) est compris entre — — et — 7, et celui de 


3, (%)-+-7) est compris entre = ett; le coefficient de ¢ dans la 
différence des logarithmes est compris entre 7m et 27; c’est donc 
encore x(1— 2a) et l’on a, par conséquent, suivant que « est po- 
sitif ou négatif, 


Ey ato (~) 
(CXVIUI,) fe SU ede oe 
eer: 


On a, en particulier, 


es Pe ASR 


! y Siar be Siew 
a Sy em | a se 
ier 4) 1—t i(?) 


2 z 


515. Supposons maintenant qu’on ait a effectuer l’intégrale 
cr 
= de suivant un chemin quelconque donné (C). 

Imaginons le plan recouvert d’un réseau de rectangles, tous 
égaux au rectangle R. Le chemin d’intégration se décomposera 
en parties dont chacune appartiendra a lun de ces rectangles, et 
il est clair qwil suffit, pour savoir calculer lintégrale totale, de 
savoir la calculer pour Pune quelconque de ces parties, c’est- 
a-dire pour un chemin contenu tout entier a l’mmtérieur d’un cer- 
tain rectangle Ry du réseau; mais comme on peut faire corres- 
pondre les points des rectangles (Rx), (R) par une relation de la 
forme e' =eo-+m-+nzt, ot m etn sont des entiers, on pourra 
ramener toutes les parties du chemin d’intégration a étre con- 


tenues dans R. 


166 CALCUL INTEGRAL. 
516. Considérons, par exemple, l’intégrale rectiligne 
/ 


ASIEN 

a) v) 

[ = ~ de, 
y Ji(") 


0 


oll ¥) est maintenant un point quelconque, tel toutefois que la 
partie réelle de ») ne soit pas un nombre entier, afin que la droite 
qui passe par les points ¢), +7 ne contienne aucun zéro de 
3,(v). La position de cette droite, qui est limitée aux points 
et )-- 7, empiéte en général sur deux rectangles du réseau. 

Posons 9) =m + nt +a -+ Br, en désignant par m,n, a, 6 des 
nombres réels dont les deux premiers sont’ entiers, et dont les 
deux autres vérifient les conditions 


<a 


IIA 
mee) 
/\ 


I 
2. 


On aura, en entendant que le signe d’intégration porte toujours 


[oT] 
A Bh need Ji () 
sur la méme quantité ——, 
| v) 
Tv 
1 AM+(N+1)T+A+BT fe BO Coes r,m+(n+1)tT+Aa+BT 
if = == 
mM+nt+at+ Pr M+NT+AO+ BT OA eae eaate O 
2 


remplacons, dans les intégrales du second membre, la variable 
@intégraion ¢ par m—+nt+s pour la premiére, et par 
m-+(n-+1)7-+ pour la seconde. Le second membre de- 


viendra 
be sitar Sey, 1 &+EBT SG! 
i | anni aur | ae i |: 2(nm-+1)tt- | Ln 
a+ Br ra) ee J1(w) 
Cane ; 
1 PCy 
ose) 
=f RC a(n - 6 jim 
eee Ji() 


L’intégrale qui figure encore dans le second membre de cette 


équation a été calculée au n° 514; elle est égale 4 — 2eani 4 x1, 
en prenant le signe + ou le signe — suivant que a est posiuf ou 


négatif ; on en conclut 


/ 


Pott SI 
(CXVII; ) i 2?) dy ——ainx (%»— m+ - 


T1(¢) 


Nila 
+ 
7 eel 
men 
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On déduira de la, en désignant par run entier positif, 


eben biter eS (e) 1 J Re I 
(Q) 6) if yeaa arin (oy — m+ TE *). 


Dans ces deux formules, on doit prendre le signe supérieur ou 
le signe inférieur suivant que la partie réelle de v7 — m est posi- 
tive ou négative. 


517. Considérons enfin les intégrales rectilignes du type assez 
fréquent dans les eoeea 


ou « et 8 sont des nombres réels dont le premier n’est pas entier. 
Une telle intégrale est un nombre purement imaginaire ; elle est, 
en effet, le produit par 7 de V’intégrale 


(fe ea 
S dx, 
i S1(@+ 27) 9 Sy(e—ar 


ou la variable d’intégration z est réelle, et dont tous les éléments 


sont réels, puisque les nombres « + x7, a — xz sont des imagi- 
naires conjuguées. 

Supposons, ce qui est toujours permis, que § soit positif, et 
déterminons deux entiers m, n tels que si l’on pose 


4= m+ a’, B=n+ 8’, 
on ait 
owe eee) ei 
D)) 2 2, 2 
S/ 
On observera tout d’abord que la fonction aa ne changeant 


pas quand on change 9 en y+ m, ona 
, OEP (3) ! ae SoC) 
i de =f —— do; 
a—Br Sar) = 85 Ji(v) 


w+Bo ' ,v— Bit 1, +8't w+ B'T+HT 


! f 
if a ib I= ae if ? 
a’ — Bt “a'—B't—nt a — B's Ya+ Bit 


on a d’ailleurs 
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Co 
toutes les intégrales portant sur la méme quantité 5 e - On en 
1 


conclut, en appliquant les résultats précédemment iets us, 


ui “+B oy nO +-B'T oy 
(CXVIII;) if 2 es ip S119) ya nin(oa'aen), 
a—Brt Ji(e) f ) 


ot l’on doit prendre le signe supérieur ou le signe inférieur, sui- 
vant que a’ est positif ou négatif. Quant a Vintégrale qui subsiste 
dans le second membre, il est aisé de reconnaitre. qu’elle est égale 


a + 

ala détermination principale de log; ie. la partie réelle 
1 a 

est nulle ; le coefficient de 7, compris entre — 7x et += est positil 


sia’ et 8’ sont de méme signe, négatif dans le cas contraire, nul 
pour les valeurs particuliéres a — = 4. 
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INVERSION. 


CHAPITRE VU. 


ON DONNE k? OU gs, g3; TROUVER < OU oy, w . 


I. — Le probléme posé admet une solution et de cette solution 
on peut déduire toutes les autres. 


518. Dans ce qui précéde on a toujours regardé les nombres ,, 
w3 comme donnés : sur ces deux nombres on a supposé seulement 


ue le coefficient dez dans le rapport s — — est différent de zéro, 
q PP os 


et méme positif toutes les fois qu’interviennent les fonctions &. 
C’est avec ces nombres w,, 3 que nous avons construit toutes les 
quantités ou fonctions que représentent les symboles 2, 23, 
G(ulw,, 03), G(u| ws, 3), P(Ulw1, Ws), C1, 2, C3, Nt, Ney Na; 


Vex =e... 4-. cest. avee leur rapport t que se construisent les 


quantités et les fonctions g, k, k’; S(v), K, K’, snu, -.., qui 
sont toutes déterminées sans ambiguité. 

I y aura lieu souvent, dans ce qui suit, de mettre en évidence 
les nombres w,, 3, t- Nous écrirons alors £9 (01, 3), 23(@1, 3); 
Aaya nVCs Vk Ce), Kir), Ki(<), au hieu-de gy, 23, Kk, kK’, 


ion 


ling ya 7 3 ee rae 
Vk, Vk’, K, K’. Nous continuerons a écrire S(e|t) au leu de 


S(v) et nous écrirons aussi, dans le présent Chapitre, sn(u|t), 
cn(u|t), dn(u|z), pour désigner les fonctions de w et de 7 dé- 
finies par les relations (LXXI;¢7,3, XXXVII,,2), au leu de 


sn(u,k), en(u,k), dn(u,k), notation que, afin de nous con- 


former 4 Vusage, nous avons introduite au n° 301. 
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Dans les problémes qui dépendent des fonctions ellipuques ce 
nest cependant pas les nombres w,, 3; ou t qui sont immédia- 
tement donnés. La solution de ces problémes se raméne a linté- 
gration de l’équation différentielle 


dy\? 
(z=) = 4? — Yay — Ys, 


ot. w désigne la variable, y la fonction inconnue et Y2, y3 des 
nombres donnés, tels que l’équation 4y? — yxy —y3;= 0 n/ait 
pas de racines égales. 

On obtiendra une solution de cette équation si l’on connait 
deux nombres w,, 3 a rapport imaginaire, tels que les quantités 
$2 (1, Wz), 23(,, 3), définies par les séries (IV; ) 


) : 
£5(W,,W3) = 60 » ) 
G2 (1, Ws) (2mm,-+ 21nwW3)* 


(772,72) 


") - 
25(W4, W3) = 140 S - 
&3 (1, Ws) : (2m, 4-273 )5’ 


(72,7) 


aient les valeurs données y2, y;. Cette solution sera la fonction 
p(u|o,, 3) formée au moyen de la variable wu et des nombres ,, 
w; comme il a été expliqué aux n° 86-88; on a, en effet,dé- 
montré au n° 98 qwune telle fonction vérifie ’équation différen- 
tielle 


d 2 
Ga = 49? — &2(01, 03) ¥ — 83 (1, 3), 


et 22(W4, 3), 93 (1, 3) sont respectivement égaux a vo, ‘Ya 
Les mémes problémes dépendent, si l’on veut, de V’intégration 

de ’équation différentielle 

GIN, 

ee, =(t— v2 I1— *xy2 

(Z) es 7K y*); 

ou. x est un nombre donné différant de o et de 1. On obtiendra 
une solution de cette équation si l’on connait un nombre imagi- 
naire 7, dans lequel le coefficient de Z soit positif, et tel que la 
quantité £?(7), définie par la formule (XX XVII, ) 

1 9 28 

ag*+2g*+2g*-+... 


1 
k(t) = ie ee 
(=) I+ ag ag',.) q 
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ait la valeur donnée x. Cette solution sera la fonction sn(w|7) 
formée au moyen de la variable w et du nombre < de la maniére 
suivante : on construit d’abord (XXXII) les fonctions S(¢|z) de 
la variable indépendante » et de 7; on forme ensuite (XXXVII, 9, 
LXXI,;) les quantilés 


J2(0|7) 


Tee 
VS gle” K(t) = 5 33(0lt), 


et l’on pose enfin (LXXI,) 


«] 4 
‘) 
En effet, @aprés ce que l’on a vu aux n° 301-306, la fonction 


de wu ainsi formée, qui est identique a la fonction sn(z, &) définie 
au n° 301, doit vérifier ’équation différentielle (LXX, ) 


u 
ag. on 
Vk(z) (5 


2k 


SINC) 


(4) = (1— 7?) [1— (2) 97], 


du 


et k2(c) est égal a x. 
On voit, dés lors, se poser les problémes suivants : 


Quand on se donne les nombres y2, y3 ou %, existe-t-tl deux 
nombres a@ rapport imaginaireé o,, 03, ou un nombre imagi- 
natre t dans lequel le coefficient de i soit positif, qui vérifient 
respectivement les Equations 


$2 (M4, 03) = Y2, &3(1, 3) = Y35 
Ou 
(eGo teats 


Quelles sont toutes les solutions de ces Equations ot w,, Ws; 
ous sont les inconnues? 
519. Nous démontrerons d’abord les deux théorémes suivants : 


I. — Si l’on se donne deux nombres 2, y3 tels que lV équa- 
tioneny 


Aaa V5 =O 


ait des racines distinctes ¢,, 9, €3, OU, Ce qui revient au méme, 
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si Pon se donne trois nombres distincts ¢,, 2, ¢3 dont la 
somme soit nulle et st Lon pose 


Yo = — 4(€2£3 + &3&1 + £4 £2), Y3 = 4£1€263, 


il existe deux nombres w,, ws tels que la partie réelle du rap- 


Ww 4 a Ae STKE > a 
port — soit positive (non nulle) et qui vérifient les Equations 
LW 
(a) &2(W1, 03) = Ya, 83(1, 03) = Y3- 


Il. — Si Von se donne un nombre x qui west ni négatif, 
ni posttif et plus grand que 1, tl existe un nombre > dont le 
coefficient de la partie imaginaire. est positif, qui vérifie UV é- 
quation 


(8) IN (ag)) ee 


520. Nous commencerons par montrer que le théoréme II, sup- 
posé vrai, entraine le théoréme I. 

Les nombres distincts ¢,, ¢9, ¢3 étant donnés (¢, +- ¢2-+ ¢3 = 0), 
posons 


fq — Ep 


K = 
&4—— &3 


On peut toujours supposer que les nombres ¢,, ¢2, ¢3 alent élé 
rangés de facon que les conditions imposées a x soient vérifiées : 
elles le sont, quel que soit ’ordre de ¢,, ¢2, ¢3, si ces trols points 
ne sont pas en ligne droite; s’ils sont en ligne droite, on prendra 
pour ¢,, ¢3 les points extrémes, pour ¢, le point intermédiaire. 
Avec le nombre z qui, par hypothése, vérifie l’équation (8) con- 
struisons les fonctions S(¢|z), puis, ayant choisi arbitrairement 


la détermination de \/e,—¢3, déterminons w, par la condition 


J3(o|7) 
Ver — & 


el posons w; = wt. Construisons ensuite les fonctions ¢(u|w,, 03), 
p(ul,, 3), ... et reprenons, pour toutes les quantités qui se 
rapportent a ces fonctions, la suite de nos notations habituelles. 


Nous aurons (XXXVI; ) 


wo, = 


ja 


—— wT 
ver — €3 = at 
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et, par conséquent, \/e, — €3 = \/e, -— ¢33 or, cette égalité, rap- 
prochée de la définition de x et des équations 


dont la premiére résulte de la formule (XXXVIL,), montre, 
puisque x est, par hypothése, égal a h?(z), que lon a 


Al ily €2—= £9, Cy Ean 


el, par conséquent, 22—Ya2, 83 


- 
as 


521. Tout est donc ramené a la démonstration du théoréme II. 
Nous démontrerons d’abord ce théoréme lorsque x est un nombre 
réel, posilif, plus petit que un, et nous établirons, pour cela, la 
proposition suivante : 


Hag. — Six est un nombre réel, positif, plus petit que un, 
on satisfait a lV équation (8) en posant 


wla 


l p2 do oa do uX 
if ——— ? i == if ——— ? "= =o 
aes Sia : 

ee Sin 9 Via %) sin? S 


10) 


Dans les intégrales, ou tout est réel, les radicaux ont le sens 


arithmétique ; S est donc réel et positif. 


Construisons, en effet, avec la valeur de = ainsi définie, les 
fonctions S(v|t), k(t), A(z), K(<), K’(z); les quantités £2(7), 
k'>(<) seront réelles et positives (puisque 7 est purement imagi- 
naire), plus petites que un (puisque leur somme est égale a un), 
et ’on aura, comme on l’a yu (') aun? 311, 


ge 


co) 


/ / 


do 


2 do 
K(<) = f Ki(a) = f aes 
( F Vi— k(t) sin2o \ R Vi—k2(<) sin?q 


we wv 


(‘) Ala vérité les formules du n° 311 ont été déduites des formules des n° 297 
et 298 qui donnent, sous forme d’intégrales, les expressions de w, Vé,—@,, 
W) iia W, A sire 3 
— Ve,—e, lorsque w, et — sont réels et positifs; mais, d’une part, les formules 
L u 
que nous citons dans le texte auraient aussi bien pu étre déduites directement 


174 CALCUL INTEGRAL. 


en donnant aux radicaux leur signification arithmétique. Puisque 


(LXXI;\,) ¢ K’(z) est égal 4+ K(<), on a done la proportion 


sla 


fee son one sreame 
rests rs vi—[1— &*(2)] sinte | 


Tv a ™ ’ 
2 


. 


de 12 do 
“i Vi—xsin?9 Hs V1— k2(<) sint 


or cette proportion entraine l’égalité x= k?(z); car si, dans le 
premier rapport, on regarde pour un instant x comme une va- 
riable et si on imagine que % augmente de 0 a1, le dénominateur 
augmentera en méme temps que le numérateur diminuera; le rap- 
port diminuera done constamment et n’atteindra la valeur du se- 
cond membre qu’une seule fois, quand x sera égal a k? (7). 

La proposition est done démontrée, dans le cas ot x est réel, 
positif, plus petit que un; en d’autres termes, dans ce cas, ona 


-0(4) 


ou, dune facon plus explicite encore, si, dans le premier membre 


d IP r . Q . | = % EX! - 5 b ; 
e l’équation (8), on remplace 7 par —» ce premier membre se 


réduit identiquement a x. 


522. C’est cette derniére remarque, établie seulement dans le cas 
ot x est positif et plus petit que un, qui va nous fournir la dé- 
monstration du théoréme II dans sa généralité, démonstration qui 
résultera de ce que deux fonctions analytiques de x ne peuvent 
coincider sur une ligne sans étre partout idenuques. 


woe : a ; : 

dans le cas ott = est réel et positif, sans passer, comme nous Il’ayons fait, par 
i 

Vintermédiaire des fonctions €; et, d’autre part, si l’on veut rétablir toute la 

chaine des déductions que nous avons faites dans ces divers numéros, il suffit, 

aprés avoir choisi t comme nous venons de l’expliquer, de choisir arbitrairement 


ae ae a Bx 
le nombre positif w,, de prendre ©, = ,t, en sorte que — soit réel et positif, de 
i 


construire toutes les fonctions dont on a besoin au moyen des demi-périodes w,, 
,3 €,,@,, @, sont alors réels, rangés par ordre de grandeur décroissante, etc. : la 
conclusion est la méme, et les quantités o,, o, ne figurent dans cette conclusion 
que par leur-rapport ¢. 
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Nous établirons le théoréme suivant : 
Il,. — Hn supposant que x ne soit ni un nombre négatif, nt 


un nombre positif plus grand que un, on satisfera a V équa- 
tion % = k?(), en fatsant 


wT TT 
2 do aX 


AEN We d ye 
ORO) lh SK, se if ee 
i Vi— xsin29 B Vis) sin? x 


On suppose que la variable d’intégration » soit réelle et que 
‘ 


les parties réelles des radicaux soient positives. Dans ces con- 
ditions, le coefficient dei dans = est positif. 


523. Observons d’abord que les intégrales définies qui précédent 
ont un sens pourva qu'on fixe la signification des radicaux el que 
les quantités sous les radicaux ne s’annulent pas dans les limites 
de Vintégration; dans ces limites 1—xsin?9 ne peut s’annuler 
que six est réel et plus grand que un, 1—(1— x) sin’© ne peut 
s’annuler que si x est négatuf. 

Ces remarques conduisent a introduire dans le plan qui sert a 
représenter le nombre x deux coupures, lune qui ira du point 1 
a -+ 00 en suivant l’axe des quantités positives, l’autre qui va de o 
4 —oo en suivant l’axe des quantités négatives. Nous désignerons 
par (T) le plan dans lequel on a pratiqué la premiére coupure 
seulement, par (T”) le plan dans lequel on a pratiqué la seconde 
coupure seulement, par (G), enfin, le plan avec les deux coupures. 
Il va sans dire que quand on parlera d’un point appartenant a |’un 
des plans coupés (T), (T’), (@), on entendra que ce point n’est 
pas sur une coupure du plan considéré. 

C’est surtout au plan (@), 4 deux coupures, que nous aurons 
affaire : nous réunissons ici quelques remarques et conventions 
qui nous seront utiles, soit immédiatement, soit dans la suite. 

L’argument de tout point x du plan (@) sera supposé compris 
entre —7 et + 7; cet argument varie d’une facon continue 
avec %, qui, encore une fois, ne doit jamais traverser les coupures. 
C’est cette valeur de l’argument que l’on adoptera pour celles des 
fonctions de x dont la détermination dépend de l’argument de la 
variable; ainsi, en désignant par m un entier posilif, ‘V/% sera un 
nombre dont la valeur absolue sera la racine m‘™* arithmétique 
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de |x|, et dont l’argument sera compris entre — — et —; {/x sera 
7 m 

alors dans le plan (@) une fonction holomorphe de x, fonction 
dont la partie réelle sera positive et dans laquelle le coefficient 
de z aura le méme signe que le coefficient de ¢ dans x. De méme 
logz sera un nombre dont la partie réelle sera le logarithme népé- 
rien de |x], et dans lequel le coefficient de ¢ sera Vargument 


de x; ce coefficient sera encore du méme signe que le coefficient 


de ¢ dans x, et Von aura 
logx = log(—x) “= zt, 
suivant que le coefficient de ¢ dans x sera positif ou négatif. 


Il est clair que le point 1 — x est.le symétrique du point x par 
rapport au point 4, qui est lui-méme un centre de symétrie pour 


IN He 


les deux coupures; les deux points appartiennent en méme temps 
au plan coupé. 


Wie 


Tout ce quwon vient de dire de argument de x, de \/x, de 


Be Hey 
Ry a i= K; 


logz, s'applique naturellement a argument de 1 
a log(1—x); on observera, en passant, que les coefficients de / 
dans x et dans 1 — x sont de signes contraires. 

mp O Peace en 2 

Youtes les fois que, 5 désignant une quantité quelconque, logs 
est défini, nous entendrons par log(az), ol a est un nombre positif 


quelconque, 
log(az) = loga + logs, 


ot logaa sa valeur arithmétique. 
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Lorsque x appartient au plan (@) nous adopterons pour 


log —“— la détermination logx — log(1—-x); 0 t dire 2 

i= gx g ); on peut dire encore 
sees . % . 

que le coefficient de ¢ dans log ag ost langle moindre que z en 


valeur absolue, sous lequel on voit du point o le segment qui va 
du point 1— x au point x: cet angle est positif si x est au-dessus 
de axe des quantités réelles, négatif dans Je cas contraire. Cette 


détermination est encore la valeur principale de log —_, qui est 
1—X 


holomorphe dans (©). 
: a Fe : ‘ oy 

Lorsque ¢ varie de 0 a a le point 1 — xsin?9 décrit le segment 
de droite qui va du point 1 au point 1—x; en méme temps le 
point 1—(1—x)sin?o décrit le segment de droite qui va du 
point 1 au point x; les deux points 1 — x sin?9, 1—(1—x) sin?9, 
qui, pour une méme valeur de 9, sont situés sur une méme pa- 
ralléle a la droite qui joint le point 1—xau point x, appartiennent 


~ 


au plan (G), sile point x appartient a ce plan. 


Nous définirons les quantités \/1 — xsin?9, \/1— (1 — x) sin? ¢ 
d’aprés la régle générale donnée plus haut pour \/x, \/1 — x: leur 
partie réelle, qui ne s’annule certainement pas, est alors positive, 
de sorte que la définition qu’on adopte ici est conforme a celle qu’on 
a adoptée dans l’énoncé du théoréme IIy, pour préciser le sens des 
intégrales définies X, x’; les coefficients de z dans ces deux radicaux 
sont d’ailleurs de signes contraires. Le point V1 — x sino est situé 
dans l’angle aigu formé d’une part par l’axe OP des quantités po- 
sitives, de l’autre par la bissectrice de l’angle formé par ce méme 

° . . ° if 
axe et la droite qui va de O au point 1—x; le point —————— est 
q I ) 
: I— x*sin2 o 
situé dans langle aigu POA symétrique de langle qu’on vient de 
définir par rapport a l’axe OP. On verra de méme que le point 
T 


est situé dans langle aigu POA’ de la figure : la 


ye (1 
direction OA’ est la symétrique, par rapport a laxe OP, de la 
bissectrice de angle formé par la droite OP dune part, par la 
droite qui va de O a ~%, d’autre part. Dans la figure la direc- 


%) sin? 


tion OA est au-dessus de l’axe des quantités réelles, et la direc- 
tion OA’ est au-dessous; cela tient a ce que le point x a été pris 
ie, ke IME 12 
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au-dessus de l’axe des quantités réelles; ce serait l’inverse s'il 


était au-dessous. 


524. On reconnait immédiatement que si deux nombres ima- 
ginaires sont représentés par deux points situés a l’intérieur d’un 
angle ayant pour sommet le point O, la somme de ces deux 
nombres sera représentée aussi par un point situé alintérieur du 
méme angle; il en sera de méme si l’on considére autant de 
nombres que l’on veut, tous représentés par des points situés a 
Pintérieur @un méme angle, et la méme conclusion s’étend a une 
intégrale, qui est la limite d’une somme. On voit done que |’in- 
tégrale définie X sera représentée par un point situé a lintérieur 
de langle POA et Vintégrale définie Xx’ par un point situé a V’inté- 
rieur de l’angle POA’; les parties réelles des deux nombres X, X’ 
sont essenuellement positives ; quant aux coefficients de 7, ils sont 
de signes contraires; le premier est positif, le second négatif 
quand le coefficient de ¢ dans x est positif, comme dans le cas de 
la figure ; c’est inverse quand x est situé au-dessous de I’axe des 
quantités réelles; les coefficients de ¢ dans X, X’ ne sont nuls que 
siz est réel, positif, plus petit que un. Dans tous les cas, langle 
AOA’, qui est la moitié de l’angle sous lequel on voit du point O 
le segment qui va du point 1— x au point x est aigu; il en est de 
méme, @ fortiori, de langle intérieur a celui-la formé par les 
deux directions qui vont du point O aux points X, xX’, c’est-a-dire 


xe ; 
7 - ~ = 4 a 
de argument du rapport os La partie réelle de ce rapport est 
donc positive : il en serait de méme de la partie réelle du rapport 
: xe ; 
inverse. On observera que l’argument de z= fixé comme nous l’a- 


vons fait, est, d’aprés ce qu’on vient de dire sur Ja position des 
points X’, X, négatif si le point x est au-dessus de l’axe des quan- 
tités réelles, positif dans le cas contraire; en d’autres termes, les 


a fs ' Ky ; ; 
coefficients de ¢ dans = et dans x sont de signes contraires. 


Ceci posé, dans le plan (@), X et x’ sont des fonctions univoques 
de x, Waprés leur définition méme. En chaque point du plan (6) 
ces fonctions sont réguliéres, c’est-a-dire que si l’on augmente x 
@une quantité h, suffisamment petite en valeur absolue, les fonc- 
lions X et X’ ainsi modifiées sont développables en séries entiéres 
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enh (on donnera tout alheure Jes expressions de ces séries); 
elles sont donc des fonctions holomorphes de x dans le plan (6). 


If 


Se 

Il en est de méme du rapport — puisque X ne s’annule pas, non 
x 

plus que sa partie réelle. 


Reportons-nous maintenant a l’équation k?(7) =x. D’aprés la 


6c 8 
formule (XXXVII,), 4? est égal a : =" 


;1l est done clair que si 
2 
Von regarde + comme une variable, k?(7) sera une fonction holo- 
morphe de 7 pour tous les points 7 situés au-dessus de l’axe des 
ae tx! : ‘ : 
quantités réelles; or le rapport = est représenté par un tel point, 
tant que x appartient au plan (@); 4?(7), quand on y regarde + 
S 1 


pee oS : 
comme égal a sa? est donc une fonction (de fonction) holomorphe 


tx’ eres ; . 
dew; or (2 (=) est égal a x quand x est réel compris entre o et 1; 


: oe Poe 7 
donc enfin l’égalité k? (=) == »x subsistera pour toutes les valeurs 


de x appartenant au plan (6G). 


525. Nous avons obtenu une solution de l|’équation en 7, 


‘y 


9 x . ux . 
k?(<) =%, a savoir t = —}; nous nous proposons maintenant de 
se 
les avoir toutes. Et d’abord, dés quw’il y a une solution, il est bien 
évident qu’il yen a une infinité; sia, b, c, d sont quatre nombres 
entiers choisis parmi ceux qui satisfont aux conditions du cas 1° 


du Tableau (XX,), on a, en effet, comme il résulte du Tableau 
(LXXX,) dans le cas 1°, 


Pe he (25) = (—1)e¢ k2(t) = k(x), 


a 


de sorte que, sia, d sont des entiers impairs et 6, ¢ des entiers 
Bienes 


: , ; Cc C r 
pairs tels que l’on ait ad— be=1 le nombre ——— est, en méme 
Z Qa Or ? 


temps que le nombre 7, solution de l’équation /?(7) = x. Mais 
n’y en a-t-il point d’autres? 
Nous avons rappelé que la fonction y = sn(w|7) de u et de 


vérifie ’équation différentielle (LXX,) 


es eyes — k2(c) v2): 
(Ft) b— #)yI; 


la fonction z= sn?(w|7) vérifie donc manifestement I’équation 
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différentielle 


du 


(F y= 4a(1— 2) [1— #?2(7) 2]. 


flen résulte que, si 7, et t. désignent deux solutions de léqua- 
tion k?(7) =x, les deux fonctions sn?(u| 7%), sn?(uw|t2) de la 
variable u vérifieront nécessairement la méme équation différen- 
tielle 


(Ge) =420 Z)(1— xz); 


du 


v2) de la variable wu 


mais alors ces deux fonctions sn?(w|7,), sm? (u 
sont nécessairement identiques. En effet, on sait que la fonction 
snu est développable en une série de la forme 


au + bu + cu?+...5 
la fonction sn2wz sera donc développable en une série de la forme 
pp 
AuU2+ But + cuo+...; 


or, comme il est bien aisé de le voir, l’équation différentielle pré- 
cédente détermine sans ambiguité les coefficients A, B, C, ... de 
ce développement en fonction de x seulement. 

A la yérité, la démonstration ne s’applique que dans le do- 
maine de convergence de la série en u?; mais, comme deux fone- 
tions analytiques de wu ne peuvent coincider dans une portion du 
plan sans coincider partout, notre assertion n’en est pas moins 
évidente. 

Les deux fonctions sn?(u|t,), sn?(w| 72) de la variable wu étant 
identiques admettent évidemment les mémes zéros : les nom- 
bres (*) 2m,K(z,) + 2m/tK'(z,) sont donc les mémes dans leur 
ensemble que les nombres 2m,K (72) + 2mjiK/(t2) en suppo- 
sant que m,, m’, mM», mi, soient des enters; c’est-a-dire que les 
nombres K(7,), «K/(7,) doivent étre équivalents aux nombres 
K(t2), ¢K’(c2); ils ne peuvent étre que proprement équivalents, 
puisque les coefficients de z dans les rapports 

Ges ZK" (tq) 


eo —, 
U 


K (1) 7 Kiyo 


Gyavous Tomeiien 250s 7ce sa. 
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sont de méme signe; en d’autres termes, il existe quatre entiers 
a, b,c, dliés par la relation ad — be = 1, tels que l’on ait 


K (te) = aK(r ) —- b6tK' (7), 
iK! (x) = ¢ K(t,) + diK'(2%). 


D’ailleurs la fonction sn?(w|t 2) devient infinie, ou égale a un, 
quand on suppose wu égal a 7K’(z2), ou A K(<2); il doit en étre de 
méme de la fonction sn?(w|7,) qui est la méme fonction de u que 
sn*(uw|t2), quand on y suppose u égal a cK(t,) + diK'(t,) ou a 
aK(7,) + b¢K'(z,); on en conclut bien aisément, par les for- 
mules (LXXII), que c etd sont pairs, a et d impairs. Si 7, est une 
solution de l’équation 2 = k?(z), toute solution de cette équation 


est donc de la forme 
Oo dt 


= 
a+ bv 


v 


2 — 
ou a, b,c, d sont quatre nombres enters qui satisfont aux condi- 
tions du cas 1° du Tableau de formules relatives 4 la transforma- 


2 see Xe : i 
tion linéaire. Or 7, = — est une telle solution; les nombres dé- 


finis par la formule 
ex + dix’ 
a Sas By a 
ax+ bix 


ou a,b,c, d ont le sens que l’on vient de rappeler, et ceux-la 
seulement, vérifient donc (') équation k?(7) = x. 


526. Cherchons maintenant toutes les fonctions analytiques de 
la variable x qui, mises 4 la place de t, changent identiquement 
k?(z) en x. Désignons par % une valeur de x ot lune des fonc- 
tions analytiques cherchées soit régulicre; la valeur de cette 


(*) Si on demande seulement les nombres t qui vérifient l’équation k?(t)=x 
et pour lesquels la fonction sn(u|7) est la méme fonction de uw, en rejetant ceux 
pour lesquels la fonction sn(w|t) est remplacée par —sn(w|7), on voit aisé- 
ment, en s’'appuyant toujours sur les formules (LXXII), que ce sont les nombres 


de la forme 
_ Baap 


SS Sa 
ax+t bix' 


ou a et d sont congrus a 1, modulis 4, tandis que 6 et c sont des nombres pairs 
choisis parmi ceux pour lesquels ona ad — bc =1, et ceux-la seulement, qui ré- 
pondent a la question. (Cf. Scuwarz, Formules, p. 31.) 
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fonction pour x= %, peut étre mise d’aprés ce qui précéde sous 
la forme 

_ €X(%) + atx'(%) 

~~ &X(%) + Otx'(%) 


ot a, b, c, d sont des nombres déterminés choisis parmi ceux du 


cas 1° du Tableau (XX,). La fonction de x 


cXx(%) + dix'(x) 
ax(%) + bix'(%) 


se réduit at), pour x = xp, et vérifie identiquement |’équation 
k?(z)=x. C’est la seule fonction de x, réguliére en %, qui sa- 
tisfasse a cette double condition; en effet, une telle fonction est 
entiérement déterminée, puisque l’équation k?(t) =x détermine 
sans ambiguité les valeurs, pour % = x9, de toutes ses dérivées. 


527. D’aprés ce qu’on a dit au n° 520, on obtient une solution 
des équations («) en prenant une solution de l’équation x = k?(z), 


U 


. tX one 6 6 
par exemple la solution +— pen choisissant arbitrairement 


une détermination de \/e, — <3, puis en faisant 


x 33(0|*) 
i te 


Wy, = W3 = TW, 
= Ver = ER 
ou, ce qui revient au méme, 
ix ux’ 


Oy, = 


Ve1— &3 Vorue 


on a alors, comme on l’a vuau méme numéro, 


’ 3 = 


— T3W4 
Cy = P(We| 1, M3) = Sy, Vei—e,= = ==:\/ 6; — 65. 
GW, 

528. On peut sans peine déduire toutes les solutions des équa- 
tions (a) d’une solution w,, w3; en effet, une seconde solution 
w,, ©; conduirait a la méme fonction pu que la solution o,, 
3, puisque les deux fonctions vérifieraient la méme équation 
différentielle et comporteraient les mémes déyveloppements en 
série. Les deux fonctions p(w|,, 3), p(u|,, 4) étant iden- 
tiques, les réseaux des parallélogrammes de périodes coincident : 
on en conclut que les nombres w), , sont proprement ou impro- 
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prement équivalents aux nombres w,, 3; en d’autres termes, 
toutes les solutions des équations (a) sont données par les for- 
mules 


(CXIX;) ax+btx 2 ex dix 


Wy, = = ’ Oo ———————— 
Ver— $3 Ver Ep 


ota, b, c, dsont des entiers assujettis Ala condition ad — be=1. 
Les fonctions analytiques de Y2, Y3 que définissent les formules 
précédentes sont d’ailleurs les seules qui, mises a la place de w,, 
«3 dans les seconds membres des équations («) transforment ces 
équations en identités. Le probléme proposé est donc résolu. 


z 


529. Revenons maintenant a l’équation k?(z) =x et a ce fait 
essentiel que, en supposant le point x dans le plan (G), elle se 
transforme en identité quand on y remplace — par = nous allons 
réunir ici quelques conséquences de cette proposition, consé- 
quences qui nous serons uliles plus tard. 

Tout dabord on a, en attribuant a V%; \ /t —x les significations 
qui ont été ecihees au n° 523, 


S | ex’ a exo 
a (0) =) ; = (o| | 
ee ae 
| 


en effet, pour chacune des deux égalités, les quatriémes puis- 
sances des deux membres sont égales, en vertu de légalité 


5 ff OS RTE: 
Pal (es ie) et, pour chacune des égalités, les seconds membres 


sont, comme les premiers, positifs lorsque x est positif et plus 
petit que un; Végalité, établie pour ces derniéres valeurs de x, 
subsiste dans tout le plan (G), puisque les diverses fonctions que 
Von considére sont holomorphes dans ce plan. On peut écrire 
encore 


(GRIGG Vi= ee: Ve Ves. 


Des relations (XL,) on a déja déduit au n° 173 la relation 


ey Ae) t)—J,(0|7), 
k = = = 
V (a) i+ VK(s) ae + 5, (0|7)’ 
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i ; a ix 
comme on vient de voir que, dans tout le plan (G), / 2 


est égal a 4/1 — x, on a donc, dans tout le plan (€), 


En se reportant 4 la formule (XXXVII,), on en conclut 
Végalité 


fey re na OOP Diep 


Cy (oe DG Se DOP Se QGP ae 008 
(CXIX;) = — 


ou, dans le second membre, on suppose que g = e*™ est remplacé 


E uns 
pare < 
es 
Oe en RES te cy a ay ae 
: expression a eee) qui est évidemment une tonction ho- 


ema Vi SG 
lomorphe de x dans le plan (@), jouera un grand réle dans les 
calculs numériques; nous la représenterons par 8. Observons que 
sa valeur absolue est plus petite que 1, car, la partie réelle de 
eae étant positive, le point Tm est A une distance moindre 
du point 1 que du point —1, et le rapport de ces deux distances 
n’est autre chose que la valeur absolue de §. 


530. On a de méme 

2 OS ome ead Ae 
| K ee) = & 43 (0 
] SMES ta este oe 
US ee ek 


En effet, lorsque x est positif et plus petit que un, l’égalité 


(CXIKD) 


x = k?(c) entraine les égalités 
Ke) = 3 WCE) ae 5 


puisque K(7z) et x, d’une part, K’(<) et x’ de l’autre sont alors 

représentées par les mémes intégrales définies; mais, quand on 
: SEX! 7 zs 

regarde + comme égal a su K(z) et K’(z) sont, dans le plan (6), 


' 
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des fonctions (de fonctions) holomorphes de x; les égalités sub- 
sistent donc dans tout le plan (G). 
De la relation 


ip 


Te 
= 25 (C 
2 


on déduit, en désignant par VX la racine carrée de x dont la 
* 
0 O5 T 3 ‘ ? ec 
partie réelle est positive, et par Ws la racine carrée arithmétique 


Tv 
de re?) 


: — es | zx’ \ 
GxAX;) et Oa hs 
( ; Vv Ve 3 Clie 
en effet, les deux membres qui sont des fonctions holomorphes 
de x dans le plan (G) sont positifs quand x est positif, plus petit 
que un. Cette égalité, jointe aux précédentes, donne les relations 


(CXIX;) « = : : 
\ = > aes LS 
Vim yx =4/ 25 (0 a 
dou, a cause de la relauon (XXXVI;), 
6CX1X; apc amar hy eae [Toys 31 (0 tx \ 
) 2VxVi—zx(yx)? aly, ; ~) 


531. La premiére formule (XL,) donne immédiatement, en te- 
nant compte des formules (XXXVIT,) et (LXXI,), 


= 


ay 
KO) 


| K(4t) = 4) = 3 33(0|s ptr VRP 


(a) | 


~ 


Voyons ce que devient cette égalité quand on, y remplace + 
ix ; . a, 
par —-» X et x’ étant les fonctions holomorphes précédemment 
définies de la variable x qui est assujettie a rester dans le plan (G). 
La fonction k?(z) se change alors en x; k?(47) se change donc 


(CXIX;) en 
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quantité qui, comme nous l’avons vu, est en valeur absolve plus 
petite que 1. Désignons aussi par X, ce que devient X quand on y 
remplace x par %, : Ala vérité x, peut étre négatif et se trouver, 
par suite, sur une coupure du plan (@); X;n’en est pas moins dé- 
fini puisque on a vu que la coupure pratiquée le long de l’axe 
des quantités négatives n’intéresse pas X qui est défini dans tout le 
plan (T). 

Le dernier membre de l’égalité 4 transformer devient manifes- 


tement 


Sey ea 


7 

4 

Pour voir ce que devient le premier membre, placons-nous 
eat, , Oo /in ES 

(abord dans le cas normal ot = est réel et positif; x= k?(t) est 


alors réel, positif et plus petit que 1, et il en est de méme de 
B+ = (dn); 


; il est donc clair que dans le cas normal X, est égala 
K (47) comme X est égal 4 K(z). On a donc, dans ce cas, l’égalité 


MS 3 x (rer =%)— 
4 


D’ailleurs, quand x reste dans (@), 84 reste dans (T); X, est done 
une fonction (de fonction) holomorphe de x; il en est manifeste- 
ment de méme du second membre de l’égalité précédente; cette 
égalité subsiste donc pour toutes les valeurs de x qui appartien- 
nent au plan (G6). 

En écrivant X(%) au lieu de X, c’est-a-dire en regardant X comme 
un signe fonctionnel indiquant une opération a effectuer sur le 
nombre x, on pourrait écrire le résultat précédent sous la forme 


(OXI. «| (=F) = 7 x(x) (1 Vix). 


fey nase 


En se rappelant que K’(47) est égal 4 477K (47) comme K!(z) 


est égal a it K(z), on déduit de Pégalité (a), la suivante 
K'(42) = K'(z) [r+ VR). 


‘En désignant par xX; ce que devient x! quand on y remplace x 
par 6‘, et en raisonnant comme tout a Vheure, on verrait que, 
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= Re A ms ibs 5 
dans le cas normal ou ; est réel et positif, cette égalité devient, 
lorsqu’on y remplace + par 

a y i Pe aS a 


R= x Et x)”; 


mais cette égalité ne subsiste pas dans tout le plan (@) parce que 
la coupure le long de Vaxe des quantités négatives intéresse l’in- 
tégrale x’. 


532. Pour ce qui est de la solution des équations (~), ot ¢, 
2, ¢3 sont les données, solution qui est fournie par les formules 


a 


x 38 


Oo, = ————-; W3 = 
Ve S83 


2 
Vei—és 


nous avons fixé arbitrairement la signification de ei —€3, sans 


rien dire de \/¢,—¢y, \/€2 —¢3; convenons de prendre 


Ver es = es vi. Veet = — 5165 Vx; 


les radicaux \/e,— és, \/e.—e 3 coincideront alors respectivement 


avec les radicaux \/¢, —- €9, \/¢2 —€33 on sait déja que \/e, —es coin- 
cide avec \/s, —¢3. 

Choisissons pour Ve —ey; celle des racines carrées de Ve, — €3 
que l’on voudra, et prenons, en conservant pour y/X la détermi- 
nation spécifiée plus haut, 

——— Vx 
(CXIX¢) V4 = >=; 
Ver 3 


, i - Ny = 
4 cause de la formule (XXX VI;), on aura alors \/e, —e; = \/¢1— €3. 


4} 


, : 4 ; 
Déterminons enfin les valeurs de \/¢, —¢o, \/¢2 —¢3 par les condi- 
tions 


(GXIX9) Ver Soy == Ver == A) vi op Veg— hy = i Ve1—ey Ve 


4 4 ae ‘ 
et les valeurs de \/e,—e2, \/é2—€ 3 coincideront avec celles 


4 4y 
de (/e, — £2, \/€2 —€s- 
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’ 


II. — Etude de Vintégrale i 


0 


2 do are 
——. considérée 
Vil—*sin?9 


comme fonction de x. 


533. Nous allons maintenant étudier de plus prés les fonctions 


de x, 
de yj 2 do 
x= SSS >, Dee + ——— > 
Ji—xsinr 9 wi Vi—(i—x) sin? 


que nous désignerons aussi par x(x), X'(*) =X(1— x). Ces deux 
fonctions sont (n° 524) holomorphes dans le plan (G@); la premiére 
est holomorphe dans le plan (T), la seconde dans le plan (T’). 

En supposant que x appartienne a (T) et que le cercle décrit 
du point x comme centre avec un rayon égal a|h| n’atteigne pas 
la coupure de (T), on peut écrire 


via 


I 


Vi—(%+h) sin20 Te Asin? | sin? 
: Vi—xsin20 — x sin? ca Y 


]—xsin20 


en conservant a tous les radicaux le sens prescrit au n° 523; les 
deux membres sont, en effet, certainement égaux au signe prés 
et les signes sont les mémes pour les petites valeurs de h; l’égalité 
subsiste donc tant que les deux membres sont des fonctions holo- 
morphes de h. En développant la quantité 


( h sin20 
— es 
1— x sin? 


w= 


\ 


5 ares Piece T 
par la formule du binome, et en intégrant entre les limites 0 et ~, 
2 


on lrouve 
I Teo leone 
x(% bh) = x(x) + -Jj;h+ —J,h?+...4 J,h?... 
2 2.4 he Gao 
ot l'on a posé 
ay 
2 sin2”0 do 
Jn = eed 


(Eo sina jee 
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Ul est aisé d’obtenir pour les intégrales J, une formule de ré- 


duction. En intégrant entre o et = les deux membres de l’égalité 


cal : zadiee rhe 

as (hs 2 Si) = eee thy | 

5 2n+3 
= (2n+1)%(1—xsin2¢) = sin?” ©(1 — sin?o) 

2n+1 
+(2n--1) (t—xsin2¢) 2 sin?”—-2 6 (1 — sin?o) 
2n+% 

—(1—xsin?¢) 2 sin2”@, 


on trouve 


, 


a sin2” © do 
o=(On- Wx een ei eee 
22+3 


ND 
pis (C= ete) 
r vi9 
2 sin2”—20 do 
—(2nr—1) 1 (2n +1)xJpi;—(2n —1)J,—J 
2n-+1 ; be UR ne 
sin? © in 
She (ie rg athe) 


D’ailleurs, on reconnait sans peine que les deux intégrales qui 
figurent dans le second membre sont respectivement égales a 
%I ngs + In, %In+ Ini; on en conclut Végalité 


(2m +1)(72—%)Jpoi+ 2n(2%—1)J,4+ (22 —1)Jn1=0. 


Jo n’est autre chose que X; les fonctions suivantes J,,J2,J3, ... 
sont, a des facteurs numériques prés, les dérivées successives 
de x; la relation précédente n’est donc pas autre chose qu’une re- 
lation linéaire entre trois dérivées consécultives de X; en parti- 
culier, si lon suppose n=1, on trouve que X vérifie |’équation 


différentielle du second ordre (') 


sie LI Tax 
(y) Nal(P2 1) -(2%—1)- 


i 

534. Cette équation ne change pas, comme on s’en assure im- 

médiatement, quand on change xen 1 — zx. I] en résulte que x’(x), 
qui n’est autre chose que X(1 — ~), vérifie aussi ’équation (y). 


(1) M. L. Fuchs (Credle, t. 71, p. 91) a le premier appliqué les propriétés des 
équations différentielles linéaires a l’étude des modules de périodicité des fonc- 
tions hyperelliptiques, et, en particulier, a l’étude de la fonction que nous dési- 


gnons par X. 
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Le fait que cette équation (y) ne change pas quand on y change x 
en 1— x n'est pas isolé; elle ne change pas non plus quand on 


. = 
change % en > ou en et y en y\/x, ou encore quand on 


x if ae 
change x en —— ou en —~ ety en yy 1 —*. 
Si, par exemple, en désignant par y, une fonction de la va- 


riable %,, on pose 


Ri anys Wi=yVi--%, 


x 


y sera une fonction de x quis’obtiendra en remplacant x, par —— 


dans y, et en divisant le résultat par \/1— x; on aura dans ces 


conditions 

dy 3 dy we 

Fie heer jen Z% +2 ) 

div meine ey 4 3y] 

da (x —1)2yV'1 alc [) ae 3(% 1a “ rel ; 
puis 

Py d I 
%1(%1— 1) as (2%4 ie ' iu 


et l’on voit ainsi que, si la fonction y, = f(2,) annule identique- 
ment le premier membre, la fonction 


annulera identiquement le second. C’est la proposition annoncée 
dans l’un des cas. 


535. Quoique cette vérification suffise a notre objet essentiel, 
nous voulons indiquer l’origine des propriétés de cette nature. 

Observons d’abord que, si on regarde + comme V’une quel- 
conque des fonctions analytiques de x définies par l’équation (3), 
x= k?(z), les fonctions K(z), K’(<) regardées comme des fone- 
lions de x, vérifient l’équation (y): en effet, ces fonctions sont 


(n° 525) des combinaisons linéaires a coefficients constants 
de x, x’. 
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Considérons maintenant, outre léquation (8), l’équation 
(81) %1 = (1%), 


el supposons que 7 et t soient des fonctions analytiques 29(%), 
81(%) qui vérifient ces équations; les fonctions K(z), K’(z) @une 
part, les fonctions K(7,), K’(<,) de lautre vérifieront respecti- 
vement l’équation (¥) et l’équation 


ay, 
dy 


dy; I 
+ Qu) E+ T= 0. 
im 


(y1) “(hia d) 
“i 


Si, maintenant, en désignant par a, 6, Y, 0 quatre nombres en- 
tiers dont le déterminant 26 — By soit positif, on établit entre + 


et 7, la relation 


cela revient a établir une relation entre % et x%,;, a savoir 


7 52(x Peet iys (eon 
%, = k? | ou Me | Fae |; 
‘ ane 6— 8B o1(%1) 


nous représenterons, pour abréger, ces relations Pateta— fee). 


x= F(x,). On a d’ailleurs 


ASC tp ee oes y K(z) + 37 K'(<) 
K(%) ice a K(t) + BaK"(t)’ 


et, par suite, en désignant par 3 une fonction convenable de z, on 


peul poser 
Kite Ziak ease Bz K'(<)], 


K'(1) = =[y K(z) + 8¢K'(*)]; 


~.1 ty 


il résulte de la que les quantités 2 K(z), sK’(7), qui sont évi- 
demment des combinaisons linéaires 4 coefficients constants de 
K(<,), K’ (+), siPony regarde z comme égal a g[F(x,)], vérifieront 
V’équation (y,); en d’autres termes s1, dans cette équation, on 
commence par faire Je changement de variable et de fonction 


défini par les relations 
PASM ee ea%)) 


ot dans z, + doit étre remplacé par g(~), elle se wansformera en 
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une nouvelle équation du second ordre qui admettra les mémes so- 
lutions K(z), K/(<) que l’équation (y); la transformée sera donc 
identique a cette équation (y). Cela revient a dire que |’équation 
(y) se change en elle-méme quand on y change x en f(x), yen zy. 

Or, si on suppose que les entiers «, 8, y, 6 vérifient la rela- 
tion 20 — By =1, on trouvera dans le Tableau (LXXX;), suivant 


les six cas possibles, que la fonction f(x) peut avoir les six 


% T i 
formes %, poeta = 
Cf nx nC 


d’aprés les formules (LXXX,,,), les valeurs de z données par la 


a 
7 38 » auxquels correspondent 
ea q Pp ? 


formule z= a? c’est-a-dire 1, \/1-— x, /%, V1 —%, 1, x. Onn’a 
pas tenu compte pour écrire ces derniéres valeurs du facteur (— 7) 
qui figure dans les cas 4° et 5°, ce facteur n’offrant aucun intérét, 
puisque toute soluuion d’une équation linéaire peut étre muluphée 
par une constante arbitraire. 

On obuent ainsi les résultats mémes que nous avions annoncés 
et dont le lien avec la théorie de la transformation linéaire appa- 
rait clairement. 

On voit de la méme facon, en se reportant au n° 531, que 
Péquation (y,) se change dans léquation (y) quand on y fait le 
changement de variable et de fonction défini par les formules 


| Sry mer fi dase 
= [See]. mety[rt+ Vi—x]? C)- 
ees tee 


(1) Cest maintenant un probléme qui se pose naturellement que de chercher 
a déterminer les fonctions z et f de x, telles que l’équation (¥,) se change dans 
Véquation (y) quand on y fait le changement de variable et de fonction défini 
par les équations 

I = ay) %, =f. 

Nous nous bornerons aux indications suivantes : 

Kn désignant par des accents les dérivées prises par rapport a x, on trouve 
immeédiatement les conditions 


ae) js a De em 
me ee ee 
ZB Fahy we a eee 
la premiére donne, en intégrant, 
eee ey 


C est la constante d’intégration. En portant cette valeur de z dans la seconde 
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Observons aussi que l’équation différentielle (y) appartient au 
type de Péquation, étudiée par Gauss, que vérifie la série hyper- 
géométrique (') 


6 g 
F( 2, B, y,*) =1- aes AN Se SA 


T iat 


in Bones = i) 


x [ 5 
dans le cas ot l’on suppose «= 3 == -, earl Aer Cele DOL inde 
2. 


ae , x I 
vue, les propriétés relatives au changement de x en ——; -, 
ot x 
I a ; rept ‘ ; , 
» 1%, ——— ne sont que l’application a ce cas particulier de 
r——* x 


propriétés connues de cette équation. 


536. Nous allons chercher la solution générale de l’équation 
différentielle (y). D’aprés les principes que nous avons rappelés 
dans |’Introduction, on sait que, si on considére un point %p, 
autre que les points o,1, il existe une fonction de x, vérifiant l’é- 
quation différentielle (y), fonction qui est holomorphe dans toute 
aire limitée par un contour simple ne contenant ni le point o, 
ni le point 1, qui, enfin, si l’on se donne deux nombres arbi- 


équalion, on trouve, pour déterminer /, l’équation différentielle du troisiéme 
ordre 


Soeryi. cya eC aa eee FER Py te | 
app —agoe pe | OL | =°: 


CS ae 


en remettant x, a la place de f et en ne spécifiant plus la variable indépendante, 
cette équation se met sous la forme 


2d d2z,(a?x, dx — dx, d?x) — 3(a?x, dx — dx, dx) (d*x, dx + dx, d?x) 


Oe F lt 
++ dx? dx? | —,-+—__ dx; — dx?|}=o0. 
Cae 7 x = 


En remplacant respeclivement ~%, %, par A*, 7’, on met cette équation sous la 
forme que lui a donnée Jacobi 


2k? dl dk (dl dk — dk d*l) —3k°2 (dl d?k — dk d?l) (dl d*k + dk d?l) 


+ dk dike fee *)e die — ()« av =e 
k?— (SR 


On n’aurait aucune peine a former aussi l’équation différentielle que vérifie z. 
Le lecteur reconnaitra sans difficulté que c’est l’équation différentielle du troi- 
siéme ordre que doit vérifier le quotient de deux solutions quelconques de I’é- 
quation (y). 

(') Voir, par exemple, la Thése de M_ Goursat (Annales de l’Ecole Normale 
supérieure, 1881; supplément au tome X). 

T. et M. — III. 13 
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traires Vo, se réduit 479 pour % == %, tandis que sa dérivée, au 
méme point, est égale av}. 

D’aprés cela, si %) appartient au plan (G), il y aura une solution 
de l’équation différentielle (y), holomorphe dans ce plan, qui, 
pour % == %, se réduira, ainsi que sa dérivée, a des valeurs arbi- 
lrairement prescrites : si ces valeurs sont celles que prennent, 
pour % = %p, la fonction X et sa dérivée, ou la fonction x’ et sa dé- 
rivée, cette solution holomorphe dans le plan (G) ne sera autre 


que la fonction X, ou la fonction X’. 

Nous désignerons, dans ce qui suit, par Cy, C, les cercles de 
rayon un décrits des points 0, 1 comme centres, par D leur corde 
commune; par (Cy), (C,) les régions intérieures, par (C,), (C)) 
les régions extérieures aux cercles Cy, C,, par (Do), (D,) les deux 
demi-plans, séparés par la droite D, qui contiennent respective- 
ment les points 0, t; puis par (Cy C,) la région commune aux deux 
régions (Co), (C,); par (Cy C,D_) les régions communes aux 
trois régions (Cy), (C,), (Do); 

Sil’on cherche a vérifier |’équation différentielle (y) par une 
série de la forme @-+ @,* + @ox?+...+ anx”+..., on trouve 
de suite, en substituant, puis égalant ao le coefficient de x?—', 


la relation 
@n)2an = (On — 1) an=1, (Zi): 


On en conclut que, si l’on pose 


ae lines oo Onde 10) I 
a =I, cme || =) 5 Sheesh an = n $ 
5 De Ok ae Dre : 


la somme de la série 


(CXX,) WR) == Gin Se Oye tes o oA Cpls von 


dont le cercle de convergence est manifestement (Cy), vérifiera 
Véquation différentielle (y). On voit de plus que toute solution 
de cette équation, holomorphe dans (Cy), se réduit a la fonction 
)(%) multipliée par une constante. 
On trouve une seconde solution de l’équation différentielle (Ys 
en posant 
¥ =4p(%) + A(x) loge; 


u.(%) est une fonction inconnue que lon va déterminer tout a 
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Vheure; les théories de M. Fuchs sur les équations différentielles 
permettent de prévoir que la fonction p(x) sera holomorphe 
dans (Cy); quant au coefficient 4 il a été simplement introduit 
pour la commodité des calculs. Quoi qu’il en soit, en portant la 
précédente valeur dans l’équation différentielle (vy) et en tenant 
compte de ce que A(x) est une solution de cette équation, on 
trouve immédiatement, pour déterminer u(x), la relation 


(y') 4%(%—1) vp" (4) — 41 — 2%) p'(*®) + B®) = — 2(x— 0) N(x) — (%). 


Si Pon essaye de satisfaire a cette relation par une série entiére 
de la forme a) 6) + a, b,x +... --+- Anbnx” +..., oti les ay sont 
les coefficients déja définis, que l’on introduit ici en vue de ré- 
ductions ultérieures, on trouve, en égalant dans les deux membres 
les coefficients de x”~', la relation 

T T 


bn— bn-4 = ——— —- — T=): 
n n—-1 eae on ( = ); 


on en conclut que si l’on pose 


I 1 I t I [ 

bo = 0; by =1—-;> eee, Dn = ia 2 4ec = iy 
2 2 3 4 DO on 

la somme de la série 

(CXX, ) wn (%) = ab, % + an bgv2+...+ Anbnx™+..., 


dont le cercle de convergence est évidemment (Cy), vérifiera 
Véquation différentielle (y). 

On voit done que toute solution de l’équation différentielle (y), 
en particulier les fonctions X, X’, pourra dans (C9) se mettre sous 
la forme 


(CXX,) A d(*%) + B[4 p(x) + 2.(%) loge], 
en désignant par A, B des constantes convenables. 

537. Avant d’aller plus loin, nous étudierons de plus prés les 
fonctions (x), »(*%) de maniére a obtenir des valeurs approchées 


de ces fonctions, en supposant |%| <r. 
La formule de Wallis fournit, pour tout entier positif n, les 
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inégalités (') 


On pourra donc poser 


T 
— : a be 
an = ae Ns OSS 


1 I 
a ee | 
ne 2n 2iv—--1 


aly 


et on aura l’égalité 
no 


cig Pe ee 
(GS) NO =) ~ 


w—1 


xn I. 
: Ce NOG Et ar), 


ott e(%) est une série entiére en x, a coefficients tous positifs, que 


lon peut écrire sous la forme 


uo 


A?) Se s Cp tm, 


bisa | 


et dont la sommeest, par conséquent, moindre en valeur absolue que 


2 I i 2 b 
= {| — — —~— } = |[x|= (1— loga); 
TG W270 Qtr T a 


en se reportanta la valeur 0,693147... du logarithme naturel de 2, 


on voit que ona 
ral 


le(x) |< = 


Posons de méme 


m=o 
2 ; I : 
ae | | [:- an Saha, NIN Pg 
wv (2m)? k=0 


ot Von a posé 
_ (2n+1)(2n-+3)?...(2n + 2k —1)? (22 = 2k 1) 


F2)?(2n+h)...(a2n+2k)? 


pas 
(n= 
; i oa 1p P,. 
On a @ailleurs, pour tout entier positif x, enya Se 
2-1 2n 
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Végalité 
n=o no nue 
I by x” 
v.(%) = Yan bak” = = : a = En Onn”, 
Tv rv 
i asl jp | 


entraine la suivante 


(CXX; ) p.(x%) Soin logi—x)— (x), 
nu=e 


ow nlx) = » tn%” est une série entiére en x dont les coefficients 


R= 


Va Him ci Dip 
nT 


sont tous positifs; on a d’ailleurs 


no 


ALE \ 
. ! 5 <n. S 
In(*)|<]x] : (st + taba), 
W454 : 
et des inégalités 
la \ 2% 
é I I 2 loge I I 
4 <2(-—- — 3 ), En On < —— ) 
n 2n 2N-+-1, ™ an 2N+1, 


on déduit ensuite 


| * |. 


Cola 


| -n(%) | <|*1= (1+ log2) (1—log2) < 


Ces expressions fournissent des valeurs d’autant plus appro- 
chées de A(x), ».(%) que la quantité |x| est plus petite. On obser- 
vera d’ailleurs que 


qui est la seule fonction dont dépendent les expressions appro- 
chées de \(x) et de u(x), est une fonction holomorphe de x dans 
(C,); le coefficient de ¢ dans cette fonction est de signe contraire 


a celui de ¢ dans x; il est compris entre oer et = 


La partie réelle de A(x) s’obtient en retranchant la partie réelle 


9 


de e(x), qui est moindre en valeur absolue que 7, de la partie 


I mr - é 
ré — —log(1—~ n C t tou 
réelle de 1 a log( ), quantité qui dans (C,) est toujours 


log2 


supérieure a 1 — ou a 4; cette partie réelle est donc plus 


TT 
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grande que $; elle ne s’annule donc pas dans (Cy), non plus que 
d(x). On trouverait sans peine que le coefficient de ¢ dans (x) est 
moindre, en valeur absolue, que ;4. Le gto! de z¢ est moindre 
en valeur absolue que + dans 7(x) et que ;5 dans p(x). 


538. Puisque A(x) ne s’annule pas, le rapport re y est, dans le 


cercle (Cy), développable en une série entiére en x; il importe de 
démontrer que les coefficients de cette série sont tous positifs, 
quelle reste convergente pour xt et que sa somme est alors 
égale a log 2. 

Tout d’abord, des équations différentielles que vérifient )(x), 
u(x), équalions qui peuvent s’écrire 


6S [x —1)2 NO] + AC) = 0, 
£ (x1 x! (%)] + p(x) =—2(%—1)X'(x) — X(%), 
on tire aisément 
3 d 
6S Noe — yeh) 20) — 2G) = Fe —9 ON]; 


puis, en intégrant entre les limites o et x, et en divisant par 


%(1 — x) A(x), 
() 


d w(x) I I 
= — 


aie, Ph ee ee tee 


Cette égalité montre, en passant, que, si x augmente par valeurs 
QZ 5 x) 2 
réelles de 0 41, ~ va toujours en augmentant; en effet, on a, 


dans ces conditions, 


puisque le coefficient de x” dans le développement de ne est le 


carré du coefficient de x” dans le développement de = coeffi- 
{P75 

B(x) 

X(%) 


positive; ce rapport croft de o a log, limite vers laquelle il tend 


cient qui est moindre que un: la dérivée du rapport est donc 
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quand x tend vers 1, comme il résulte immédiatement des valeurs 

approchées de i(x), u(x). 

+ (%) 

h(x) 
I : : 

BG: cherchons d’abord celui de 

i2(x). En formant Péquation différentielle linéaire que vérifient 


s’ obtiendrait 


Légalité (¢) montre que le développement de 


aisément sil’on avait celui de 


les carrés des solutions de l’équation (y), on trouve sans peine 


— 9} Ege fe’ tet Ela oe 
ee BUS Sie tite fit 


3 zB -4 - ——— 
x(L— x) 7 (Te) ri 2 x2(1— x)? 


a] =y, 1 Wa 2 


4—0, 


et, st Pon cherche a vérifier cette équation par une solution de la 
forme oo -!- %,% ++ &x2--..., on obtient aisément la relation ré- 
currente 


: = Ls 
(2 1)P (hnv1 ~ An) = F(A — tn -1) — 5 (2N +1) Sn, 


: ane iT r 5 A 
qui, avec les conditions #)-=-1, #,== --» détermine complétement 
2, 


les coefficients ¢, du développement de )2(x). Tous ces coeffi- 
cients sont manifestement positifs, et l’équation récurrente 
montre, en raisonnant par induction, qu ils vont en décroissant ; 
il en résulte que la fonction 


(1 — %) )2(%) = 1-4 (4, —1)K +. + (Ap — An AP +... 


est de la forme 1 — 8,x— 8.x?--..., tous les coefficients ,, 
8, ... étant positifs. Si Pon se reporte ala valeur approchée de 
A(x), on voit que, lorsque x tend vers un, (1 —%)\?(x) ‘tend 
vers 03 il faut donc, lorsque x tend vers un par des valeurs posi- 
tives, que B,x-+ f.x?+-... tende vers un, ce qui, puisque tous 
les 8 sont positifs, ne peut avoir lieu sans que la série 8, + Bo-+... 
soit convergente et ait une somme égale aun. I] en résulte que 
pour tout point de (C,) la valeur absolue de 8,x-+ 82%?-+... est 
moindre que un, et l’on peut écrire 


ao} 


[ 


(i —%) 42 (x) a (Bi %=- Box2—+...)%5 


i 


le second membre est développable en une série a coefficients 


beware : i d (x) w(x) | é 
positifs; ilen est de méme de i es 2 (ay | als quand 
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z tend vers 1, ce dernier rapport tend vers log»; il faut donc que 
la série qui le représente soit convergente pour %—=1, et ait une 
somme égale aloga. 


= : Keb : j J.(% ) soe 
Tous les coefficients de la série qui représente Mae sont évi- 


demment rationnels. 


539. Puisque Péquation différentielle (y) ne change pas quand 
on change x en 1—x, il est clair que, dans le cercle (C,), elle ad- 
mettra les solutions 


AGG—%*), 4u(I—%x)+ A(1— x) log(s— x). 


Les deux cercles (C,), (C,) ont une partie commune (CC, ), 
qui appartient tout entiére au plan (@). Nous adopterons, pour 
cette région, les déterminations de logz, log(1— ~) qui ont été 
précisées au n° 523; en particulier, si x est réel (compris entre 0 
et 1) les logarithmes seront réels. Dans cette méme région les so- 
lutions qu’on vient d’indiquer doivent étre des fonctions linéaires 
4 coefficients constants des solutions (x), 4 u(x) + A(x) logx qui 
conviennent a la méme région, c’est-a-dire qu’on doit avoir, en 
désignant par A, B, A’, B’ des constantes, 


ING: 
4 p(1— %) + A(1— x) log(1—x) = A’ A(x) + B'[G w(x) + A(X) loge]. 


%) = A A(x) + B[4 p(%) + A(x) loge], 


\ 


(f) 


Nous déterminerons ces constantes en supposant x réel. En 
remplacant, dans ces identités, (x), p(x), A(1 —%), u(t —%) par 
les expressions du n° 537, elles prennent la forme 


A + 4Blog: 
(8 | ; ) os AAR log(t—%) + a(x) = 0, 


A'+ 4B log2 +z 


log(1—%) + B(x) = 0, 


Te 


ou a(x) et B(x) désignent des fonctions de x dont les valeurs abso- 
lues restent inférieures 4 des nombres fixes quand x s’approche 
de o ou de 1, comme il est aisé de le voir en se reportant aux li- 
mites obtenues au n° 537 pour ¢(x), 4(%) et en observant que 
xlogx tend vers 0 avec x et que logx log(1-— x) tend vers 0 quand x 
tend vers 0 ou vers 1. 
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Il est clair alors, en faisant tendre x successivement vers 0 ou 
vers t, que les derniéres égalités ne peuvent subsister sans que 
les coefficients de logz, log(1—- x) soient nuls; on a ainsi quatre 
équations pour déterminer les constantes A, B, A’, B’, et l’on 


trouve 
| oes 4 loga Be ! 
(ay ne : T 
OX == 4 o 
| A'= E oP io pee oer AB == ABE a. 
5 Tu 


On pourra, si l’on veut, résoudre les équations (¢) par rapport 
a A(x), 4(%) + A(x) logx; on obtiendra immédiatement le ré- 
sultat en changeant dans ces équations mémes x en 1 — x. 

Ces équations sont valables tant que x reste dans la région 
(Cy C,); dans le cercle (Co), en dehors du cercle (C,), les fonc- 
tions A(1 —x), p(1—~x) n’ont pas de sens. Si l’on adoptait dans 
le cercle (Cy), ou les fonctions A(x), p(%) ont une signification 
précise, comme définition des fonctions A(1--%), w(1—x) la 
signification qui résulterait des équations (¢) elles-mémes, on ne 
ferait que continuer ces fonctions en dehors du cercle de conver- 
gence (C,) des séries qui les définissent (n°* 51-52). 


540. Les formules précédentes nous fournissent de nouvelles 
expressions des fonctions x, x’. En effet, x étant une fonction ho- 
lomorphe dans le cercle (C,) ne peut différer que par un facteur 


PP anEN 


» A(%) a1; 0n a done 


constant de A(x); pour x = 0, X est égal a — 
$ 2. 


(OXNe) x(%) = = d(x). 


P ie ae 
D’ailleurs x'(x) est égal AX(1—x)oua ol —x);on a donc, dans 


la région (CoG; ), 


COXx x’ (x) ~— 54 (ce) + A(x) log % | 


Cette derniére formule n’est établie que pour la région (Cy C,); 
mais elle subsiste tant que les deux membres sont holomorphes, 
c’est-a-dire dans toute la région du cercle (Cy) qui fait partie du 
plan (€), ou encore dans le cercle (Cy), lorsqu’on y a pratiqué la 
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. . . 7.4 . 
coupure qui va du point o au point —1; log | a sa valeur prin- 


cipale. 


541. La propriété qu’a l’équation (y) de se reproduire dans les 
conditions qui ont été spécifiées au n°? 534 permet de méme de 
déduire des solutions 4(%), 4 p(%) + A(x) logx, valables dans le 
cercle (Cy), d’autres solutions valables dans les régions (Do), (C'), 
(Ci), (D,), et il sera aisé de relier deux de ces diverses solutions 
en les comparant entre elles dans une région ot toutes deux sont 
valables. Il nous suffira de considérer les régions (Dy) et (Dy) Co) 
qui comprennent le point o. 


: oF 0 OP nis i) oe ee 
La région (Do) est caractérisée par la condition — pes igak 
résulte d’ailleurs du n° 534 que Véquation (y) admet dans cette 


région les solutions 


La premiére fonction est réguliére au point 0; en ce point elle est 
égale a 1, si Yon adopte pour le radical la détermination qui se 
réduit a 1 pour x =o. Ona donc, aux environs de x = 0, 


I 5 x : 
(7) (=, 


puisqu’une solution de l’équation (y), réguliére au point o, ne peut 
différer de \(x) que par un facteur constant (n° 536). Cette éga- 
lité subsistera dans toute la région (C,D,) ou les deux membres 
sont holomorphes. 


Quant a la seconde solution, nous la remplacerons par la fone- 


tion 
I x x °.4 
BE Glp ey | ee | ere 
- dae ght e ee) eee | 


qui n’en différe que d'un certain nombre impair de fois 
ut } xe : : : érifi a 
Vee ‘(5 )» et qui, par conséquent, vérifie aussi l’équa- 


tion (y). Dans la moitié du plan (@) qui fait partie de la région (Dy), 
F(x) sera une fonction holomorphe de x, en adoptant pour 
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x ier ar . . ° 
oy i AS A , r 0 8O 
log FA et yi % les valeurs (pr incipales) spécifiées au n Does 


Envisageons, dans la région (C, Dy), modifiée par Ja coupure du 
plan (€), la solution F(x) — 4 u(x) —X(x)logx de l’équation (y). Ona 


F (#) = §u@)—Mx)loge = | : v. ie = -| HC] 


I ule : 
| eh (2 log eno 
‘Ay lee? Gar) Oe Re a logx | 


ie \ 


d 15) = fae s e > a Ec = Qe = S == % 
(x) 7 =i : ) log = logx —log(1— x), 


se réduit a 


‘= =«(- zs ) aCe) — h(x) log(1—x); 
Tiedt a 


cette quantité est done une solution de Péquation (Y) : elle est 


réguliére au point o, s’annule en ce point; elle est donc identi- 
quement nulle dans la région (C)D,). Par suite, dans la région 
(C,D,), modifiée par la coupure du plan (@), on a 


5 / + 4 
(7) TS [ae (<*>) LE () log =A = §p.(x)+ A(x) logx. 
2h 2 3 Q 


Les deux équations (7) permettent d’exprimer les fonctions 


Se er Hoan : : 
d( } U. g's au moyen des fonctions i(%), u(x), ou inver- 
\%— I VAXx—!I : 


sement, etde continuer les premiéres fonctions dans tout le cercle 


(Co), ou les fonctions 4(%), u(x) dans toute la région (D,), a l’ex- 


ception des coupures. II est aisé d’en conclure d’autres formules 
. I . 
de passage, en changeant x en 1 —x, puis % en >; mais nous nous 


bornerons a établir les formules de ce genre, pour les fonctions 
X(%), X’(%), qui sont notre objet essentiel. 


542. Observons d’abord que, si l’on veut, par exemple, relier les 
: i - eI . x 5 
fonctions X(x%), X'(%) aux fonctions X les sb x (+); il con- 
‘ eee Me Read 


vient de rester dans une région ow toutes ces fonctions sont holo- 
morphes : les deux premiéres sont holomorphes quand le point x 


204 CALCUL INTEGRAL. 


. x 
reste dans le plan (@); les deux secondes, quand le point ——— reste 


dans ce méme plan: les quatre fonctions seront donc holomorphes 
si Pon assujettit le point x a rester soit au-dessus, soit au-dessous 


oi aey. r x e ° C1 
de Vaxe des quantités réelles : car alors >; sera imaginaire 
aes 


comme x; mais, st x était réel compris entre o et 1, ——— serait 


réel, négatif, donc figuré par un point situé sur une coupure de (6). 


A . . i Si 
La méme observation s’applique aux nombres 7,~ —>» 1—%, 


a 4 


if 


1% 


wr ; : He I im j 
tités réelles, les fonctions x (x), x ( s Ne x (5), x (=*), x(1—»), 
x--1 Seyff x : 


/ 


; sl x reste soit au-dessus, soit au-dessous de l’axe des quan- 


tae ‘ T \ 

a3 = )> PUG a RsPeke s x! (— a) resteront toutes holomorphes. Il 
Ix, i 

convient d’observer encore que le coefficient de z a Je méme 


x~— 


signe dans %, 
{ x 
ined Doomaet, 

543. Nous conviendrons, dans toutes les formules qui suivent 
et qui comportent un double signe, de prendre le signe supérieur 
ou le signe inférieur suivant que le point x est situé au-dessus ou 
au-dessous de l’axe des quantilés réelles. Supposons d’abord que 
le pomt x apparuienne a la région (C,Dy); on aura alors, en 


appliquant les formules (CXX,), 
NY 
x (oS )=Fa(45), 
N I / 9 ; Xela % 
glee eee tee cert 
dans le second membre de la derniére équation le logarithme a sa 


valeur principale; on a d’ailleurs (n° 523) 


% is ‘ 
ae, 2 lyre ee 
16(1—x) ? 16(% 7) 


loge 


og Sem, 


x 
suivant que le coefficient de ¢ dans --— 7 est positif ou négatif, 
ae 


ou, si lon veut, suivant que le enener de z dans x est positif 
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ou négatif : ona donc, en tenant compte des relations (7). 
x TT Sapa eae 
x \ = x(x), 
( 2 vise k(x) 


ae Vi—x ? x z Te j—— : 
@ -- : x \(%) log =i 7 IN( 22). 
| ) - [ fee) + 202) log | av INA), 


Cacierma | 


d’ou enfin, en appliquant encore une fois les formules (CXX,), 


x [—— / r % 
x ( ) = VI ex(n), x 
*%~—1 x 


| aS aay fe (4) ee se 


Les deux formules auxquelles nous parvenons ainsi, ne sont éta- 
bles que dans la région (Cy)D,); mais elles sont valables tant que 
les divers membres restent holomorphes, c’est-a-dire tant que le 
point x% reste soit au-dessus, soit au-dessous de l’axe des quantités 
réelles. 

Si, dans ces formules, on change x en 1 — x, et si l’on n’oublie 
pas que les coefficients de z dans x et dans 1 — x sont de signes/ 
contraires, on trouve 


X 


aX: (=) = /xx(i—x) = Vx x'(x), 


& 


x (=) = Vx [x' (r= % pe 7x1 —x)] = Vx [x (x) ex’ ()): 


\ 


On a dailleurs 


x (=S*)=x(i-i)=« (3) a (5), 


Finalement, on obtient le Tableau de formules qui suit, ot la 
signification du double signe a été précisée plus haut, 


| pai 72)) = O(a) X(T) a), 
tax (5) avi xe), 

x I —— _., - 4 
aa)=x( ) =Vi-2v'@) & ex], 


( 

(Oxy) Gee 
( x (5) = xx’ (x), 
( 


=) ey. (5) SE be pisete weal 


“I 
<Se 
\ 
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544. Il est bien aisé de conclure de ces formules que le coeffi- 


LAR 


: x 
cient de ¢ dans le rapport 

»6(23)) 

-+-1. Placons-nous, en effet, dans Je cas ot le coefficient dez dans x 


est positif. On tire alors des formules (CXX, ) 


v( ) en (oe) 


est Loujours compris entre —1 et 


—— +1 
ite eC) 
=) 


(ailleurs le coefficient de 7 sera négatif dans 


% : . y; 
>) mais (n° 524) 


ee ks 3 4 : . Xen 
le coefficient de ¢ est toujours de signe contraire dans x et —; il 
x 
i x'(x) a ; 
sera done négauf dans —— et positif dans le premier membre. ll 


ES) 


: ; x (Ge) 
faut done que le coefficient de ¢ dans 


x(x) 
eto. On verrait de méme qu’il est compris entre o et 1, lorsque 
le coefficient de ¢ dans x est négauf. On voit encore qu’il n’est ja- 
mais nul, sauf dans le cas ot x est réel, compris entre o et 1 ('). 


soit compris entre —! 


045. Lorsque le point x en restant dans le plan (@) s’approche 
d’un point déterminé d’une coupure, autre que le point o ou le 
Pp ] ) I | 
yoint 1, X et X/ tendent vers des limites déterminées, puisque ce 
I ) P 
sont des solutions de l’équation différentielle (vy), lesquelles peu- 
vent toujours étre continuées le long d’un chemin déterminé quel- 
conque ne passant ni par le point o ni par le point 1. Ces limites 
apparaissent d’ailleurs immédiatement sur les formules (CXX,). 
: : é ; k : 
Supposons, par exemple, que le point x s’approche d’un point 
x, de la coupure de droite, en restant dans la partie supérieure du 
plan (©); on aura 


(1) Dans le méme ordre d’idées, il est aisé de démontrer le théoréme suivant: 
Le parallélogramme dont les cOtés sont respectivement 0, x, x + 7x’, ix’ est dé- 
composé en deux triangles acutangles par la diagonale qui joint les deux som- 
mets x, 7x’ si le coefficient de z dans x est positif, par la diagonale qui joint les 
deux sommets 0, x + ix’, si le coefficient de i dans x est négatif; lorsque x est 
positif, compris entre o et x, le parallélogramme est un rectangle. 
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6 : ay Dale 3 , 
es fonctions X aes al sont continues quand x s’approche 
Nes a) 


, he T 
de x, et tendent vers des valeurs réelles et positives x(=), 
“if 


Ewe a F fo I 
x! ee —= tend vers la valeur réelle et positive —_, et ona 
if 


vu ay 


li xX (yx, ee c ~) + (2) |, 
Plas (%)} oe [x (+ uX a. 


lim [x'(x)] = = x’ ee 


X=%X Vx 


Rien n’empéche de regarder ces limites comme étant les valeurs 
de x(%,), X/(%,).qui n’ont pas encore été définies; les fonctions 
X(), X/(%) sont alors définies surle bord supérieur de la coupure 
qui va du point 1 4 +, en suivant l’axe des quanlités positives ; 
x’ (%1) 
KO) 


1 1 ae eThkc hes n 
x (= ) etx'(=) sont positifs et la continuilé montre que l’équa- 


%1 %1 


la partie réelle du rapport est encore positive, puisque 


tion en t, k?(t)=%,, est encore vérifiée quand on suppose 
UX Oy) 
x(4) 
On peut, si l’on veut, modifier la définition du plan (@), de ma- 


v 


niére 4 faire rentrer dans ce plan le bord supérieur de la coupure 
de droite; mais on n’y fera pas rentrer le bord inférieur de ma- 
niére que les fonctions x'(x), X(%) soient univoques dans tout le 
plan (G). 

On voit alors, sur les deux derniéres formules (CXX,), que 
si x tend vers le point x, en restant dans la moitié inférieure du 
plan, x(%) et x'(~) tendent vers les limites 


ae [x (+) — ix' (+) == (G4) == ae (EA): 
\% 


set (Fy =x). 
Vx “1 


La coupure de droite deyient ainsi une ligne de discontinuité. 
Les mémes observations s’appliquent a la coupure de gauche, 
relative aux valeurs négatives de x; mais, pour conserver la symé- 


P . er: : P A 
trie du plan (G) par rapport au point A il convient de définir les 
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fonctions X(%), X/(%), quand x s’approche du point x, de la cou- 
pure en restant dans la pare inférieure du plan; en sorte que 
pour cette coupure, c’est sur le bord inférieur que les fonctions 
seront définies, par exemple, par les formules 


T 7 T 
X (%_q) = ee Ne 
\ ) y/ Te a 


Recor ks I ‘ I ant I ) 
(265) pea Tax aes : 
V 1%, “3 : eo 


On fera encore rentrer le bord inférieur de la coupure de gauche 


dans le plan (@). On voit alors que, si x tend vers le point x, en 
restant dans la moitié supérieure du plan, x(x) et x’(x) tendent 


vers les limites 


: x'( d ) X (%2) 
ii ee Dae 
I ok ag I ee inet 
Alar [x Gs (=) | = X'(%_) — 20X(%2). 


La coupure de gauche devient donc, elle aussi, ligne de disconti- 


nuité. Les propriétés établies pour ’ancien plan coupé (&@) sub- 
sistent apres les modifications qu’on lui a fait subir et qui per- 
mettent de regarder les fonctions X, X’ comme définies partout, 
sauf aux points 0 et 1. 

Les formules (CXX,) subsistent d’ailleurs pour toutes les valeurs 
de x, autres que o et 1; lorsque x est réel, il faut toutefois faire 
attention, pour les formules qui comportent un double signe, a 
prendre le signe supérieur ou inférieur suivant que x est positif 


ou négatif et a regarder, quand x est négatif, \’x comme égal a 


—t|y—x], et quand x est positif, plus grand que un, \/1— x 


comme égal a — i|/x—1 |. 


546. Nous allons maintenant envisager les fonctions analytiques 
de x que on obtient en continuant les séries entiéres qui, aux en- 
virons d’un point %) du plan (@) non complété, coincident avec les 
développements de X(x) et de X/(x). 

On voit sur l’équation différentielle (y) que Pon peut continuer 
ces séries de proche en proche le long d’un chemin quelconque 
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ne passant ni par le point o ni par le point 1, mais traversant un 
nombre quelconque de fois les deux coupures. 

Les fonctions ainsi continuées n’offrent plus, comme X(x) et 
x’/(x), des discontinuités quand on traverse une des coupures, 
mais ce ne sont plus des fonctions univoques dex et elles ne coin- 
cident plus en général avec X(x) et x’(x). 

Pour les comparer aux fonctions univoques X (x) etXx/(x), consi- 
dérons d’abord deux fonctions y et zy’ de la variable x qui, aux 
environs d’un point % situé en dehors des coupures, admettent 
les mémes développements en série entire, en x—% 9, que les 
fonctions aX-+ Bix’, yx + 67x’, ot a, 8, y, 6 désignent quatre 
constantes réelles dont le déterminant «5 — Sy ne soit pas nul. 
Fixons un chemin quelconque (R) partant du point x et ne pas- 
sant ni par le point o ni par le point 1; les fonctions yY, ¢y’, étant 
comme les fonctions x, 7X’ des solutions de l’équation différen- 
tielle (y) pourront étre continuées tout le long da chemin (R). 
Tant que cé chemin ne rencontrera aucune des deux coupures, 
elles ne cesseront pas de coincider avec les fonctions «xX + 7x’, 
yx + dcx’; il résulte de l’étude que Pon vient de faire de la 
discontinuité des fonctions X, Xx’, quand on traverse la coupure 
O...—o, que Y et zy’ coincident respectivement, apres qu’on a 
traversé cette coupure, avec 


¥ —=(¢.259 0) x4 Bex’, 


tv= (ys 26)'% + Orx’, 


ot il faut prendre les signes supérieurs ou inférieurs suivant que 
Von traverse la coupure en allant du haut du plan vers le bas, ou 
du bas du plan vers le haut; de méme, y et cy’, aprés que l’on a 
trayersé la coupure 1...-+-o, prennent respectivement les va- 


leurs 
OX+ (Pa 2%)tx', yx+(Op2y) ex’, 


ot il faut prendre les signes superieurs ou inférieurs suivant que 
Von traverse la coupure de bas en haut ou de haut en bas. Par 
conséquent, en un point quelconque x, du chemin (R) les fone- 
tions Y, cY’ peuvent étre représentées par des expressions telles 
que aX + bix', cx + déx’, ot lon rappelle encore que x, x’ sont 
des fonctions univoques et ot les coefficients a, b, c, d, dont le 


T. et M. — III. / 


14 
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déterminant ad — be est égal a a3 — By, dépendent de a, f, y, 6 
et de la facon dont on a traversé les coupures; les différences 
a—a,b—, e—y, d—6 sont des fonctions linéaires de «, §, 
y, 6 dont les coefficients sont des enters pairs. 


547. Si l’on voulait se replacer au point de vue des n* 147, 
148, 149 et envisager a, 8, y, 6 comme les coefficients d’une 


(8) 


permettant de passer des nombres X, 7X’ aux nombres y, zy’, on 


substitution 


pourrail dire que leffet du passage par une coupure consiste a 
multipher la substitution S par l’une ou lautre des substitutions 


A s’obtient 
d 


en multipliant S par un produit de puissances paires, positives ou 


. . a 
T=2, V+? du n° 148; en sorte que la substitution e 


négatives, des substitutions T, S. Un tel produit est évidemment 
une substitution linéaire appartenant au premier des six types du 
Tableau (XX,). Réciproquement ('), toute substitution linéaire 


ee o ou ie = i appartenant au type 1° du Tableau (XX¢) 


6 — § 
est un produit de puissances paires de substitutions T et V. En 
effet, conservons les notations du n° 148; on peut toujours déter- 
miner un entier positif ou négatif » tel que dans lidentité 


Cera) 


‘ 


ou l’on a posé a, =a—opB, y;= 7 — 246, la valeur absolue 
de a, soit plus petite que celle de 8; le déterminant «,6 — By, 
est égal a 1 et la parité des nombres «,, y, est laméme que celle 
des nombres a, y. De méme on peut toujours déterminer un entier 
posilif ou négatif y tel que dans Videntité 


fe ee | 
wi ne fon 


ou lon a posé B,= 8 — 2va,, 6, = 6 — avy,, la valeur absolue 


(*) Voir la vingt-cinquiéme Lecon du Cours autographié de M. Hermite, d’ot 
sont tirés plusieurs des présents résultats. 
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de 8, soit moindre que celle de a,; le déterminant «,6, — Biv. 
est égal a1 et la parité des nombres (,, 6, est conservée. Par ré- 
pétition de ces deux opérations on parvient nécessairement a une 


I 
. ° a oO y 2 , x \ 
substitution de la forme 6 oH) ou ao’ est égal a1 et ot y' est 


r 


un nombre pair. Si a! est égal 4 +1 le théoréme est démontré 


: in 0 z 3 ‘ ; : “ 
puisque & 2) = TY’; si a’ est égal A —1, il suffira de multi- 


plier la substitution i R 
ea —- 0) 


| 
de T et de V pour parvenir a une substitution ot a est égal a +1. 


) par les mémes puissances paires 


348. Reprenons les notations du n° 546; nous allons montrer 
que les fonctions y, y’ ne s’annulent jamais le long du chemin (R), 


: 4 y’ A ; re 
et que la partie réelle de = est du méme signe que a0 — By. En 


effet, posons X’/= (A+ wz)X, en désignant par i, u des nombres 
réels dont le premier est (n° 524) essenuiellement positif; nous 


aurons 
¥=ax-+ bix'’=(a— bps biit)x, 


iy =cx +dix'=(c —dy+dhi)x. 


Puisque X n’est pas nul non plus que i, on voit que a@X+ bix’, 
par exemple, ne peut s’annuler que si b eta sontnuls; s’il en était 
ainsi Y serait nul sur une portion finie du chemin (R) et, par 
suite, identiquement nul, cas que nous écartons. D’autre part, la 


t 


a Aes? Y p : 
partie réelle du rapport — est égale a 
= 


\(ad—be) (ad — By) 


b2)2+(a—byp.)? — 6202+ (a— ba)e? 


la seconde partie de l’énoncé est done établie. 

On voit aussi, en passant, si l’on imagine une aire limitée par 
un contour simple contenant a son intérienr le point %, mais non 
le pointo ou le point 1, et sil’on définit les fonctions y, cy’ comme 
des fonctions holomorphes qui vérifient équation différentielle 
linéaire (7) et qui, aux environs de %), coincident avec 4X + Bux’, 


ae y’ é ; 
yX + ocx’, que le rapport z reste holomorphe dans l’aire consi- 


dérée et que sa partie réelle y conserve le méme signe. 
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549. Supposons maintenant que l’on ait 
% = iy Co—70R =O, QS Ms 


en sorte que, au point %, les fonctions y, zy’ coincident avec X, 
x’; les valeurs qu’elles peuvent acquérir en un point quelconque 
du plan, en suivant, Apartir de x) un chemin quelconque, sont de 
Pp ) ) 0 5 
a forme @) UX 5 xe Oil @ c, dsont lesc iclents 
la f X + bix’, cX + dix’, , 6, c, dsont les coefficient 
dune subsutution linéaire appartenant au type 1° du Ta- 
eau (XX,); réciproguement, on peut leur faire acquérir toutes 
bl XX); I ; G 
es valeurs de cette forme, en suivant un chemin convenable 
] de cette forme, e t I ble, 
comme il résulte de la composition d'une substitution de ce type 
au moyen des puissances paires des substitutions T et V. Aucune 


if 


0% . . 
de ces valeurs n’est nulle; enfin, le rapport y 2 toujours sa parle 
réelle positive, et l’on peut, par conséquent, construire les tonc- 


tions S (¢ 


ty’ 4 s . ; 
~). Des lors, on voit que l’équation k?(c) 


x est 


ete ey ty! 
aussl bien vérifiée en prenant pour 7 le rapport a que le rapport 


rs a 
os : 
3 en effet, puisque l’on a 
- ’ 
ix 
cae e+ d— 
et % 
ei a imate 
iX 
a+b — 


1 bstituti Conk ‘tient t oda t 
et que a substitution yi 4 appar 1en au ype I u a- 


bleau (XX,), ona 
ie ( oka eee eee 
eau 


résultat que la théorie de la continuation permettait de prévoir. 


500. Placons-nous maintenant a un autre point de vue et en 
continuant de désigner par X, X’ les mémes fonctions de x, uni- 
voques dans tout le plan (©) complété comme il a été expliqué par 
Vadjonction du bord supérieur d’une des coupures et du bord in- 
férieur de l'autre, envisageons l’équation 


DEG» 
Ce eae 
x (4) 
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ot x est Pinconnue et ot z est un nombre donné dans lequel le 
coefficient de ¢ est positif. 

Si cette équation admet une solution, cette solution ne peut 
étre que le nombre /?(z), en vertu de l’identité en x, 


=«[S8} 


Pour savoir si k?(z) est effectivement une solution, remplacons % 
par ’?(7) dans le premier membre de l’équation proposée : ce pre- 
mier membre prend une valeur déterminée z,, puisque (XX XVII, ;) 
le point A?(z) n’est ni le point o, nile point 1, et appartient par 
suite au plan (@) complété. Mais la méme identité en x, quand on 
y remplace x par k?(7), montre que l’on a k?(t) = k? (7) et, par 
conséquent, que l’on peut passer de t 4 7 par une substitution li- 
néaire du type 1°: l’équation proposée n’est pas nécessairement 
vérifiée, mais, le nombre z étant donné, il existe quatre nombres 


enuiers a, b,c, d qu’on peut regarder comme les coefficients d’une 
substitution du type 1°, et tels que l’on ait 


ex(x) == dix'(%) 
ax(%) + bix'(x)’ 


quand on remplace x par k?(t); ou encore, il existe un chemin 
fermé partant de x et y revenant, tel que l’on ait, pour x = k?(7), 


Bye (22) 
¥(%)~ 


<— 


en désignant par Y(x), Y'(%) ce que sont devenues les fonctions 
X(x), X'(x) continuées le long de ce chemin. 

Inversement, toute équation de la derniére forme, ot l’on en- 
tend que Y(x) et y/(x) peuvent étre obtenus par des continuations 
quelconques de x(x), X'(%) ramenant x a son point de départ, ad- 
met donc la solution x = k?(z). Elle n’en admet pas d'autres : en 
effet, Y, Y/ ne peuvent avoir que des déterminations de la forme 
ax + bix', cx + dix', oi. a, b, c, d sont des entiers appartenant 
au type 1°; mais l’égalité 
tY'(%) — -€X(%) +-dtx’(x) 
¥(x%)  @x(%) + b¢x'(x) 


équivaut a celle-ci 
tx (x) he See as 
X(%) 0 RaW ree 
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qui ne peut admettre d’autre solution que 


‘ = (pe 
ra (SESS), 


d’aprés l’observation faite au début de ce numéro; les nombres d, 

— b, —c, a appartiennent d’ailleurs, comme les nombres a, b, 
) ) pp ) 

c, d, au type 1°; on a donc 


/ 


ty'(x) 
vee 
demment définies, o x est ’inconnue et t un nombre donné dans 
lequel le coefficient de z est positif, admet done la solution unt- 
voque x= k?(z) et n’admet que cette solution. Ce résultat, si- 
enalé par M. Fuchs (') est un point trés particulier de la théorie 
des fonctions auxquelles M. Poincaré a donné le nom de fonctions 
fuchsiennes. 


Léquation ot Y et Y’ sont les fonctions de x précé- 


ae 
¥ 


) 


III. — Calcul effectif de <, ;, w3. 


551. Lorsque la valeur absolue de x est plus petite que 1, les 
formules (CXX,) permettent de calculer (7) x(x) et x/(x). 


(*) Journal de Crelle, t. 83, Lettre a M. Hermite. 


(7) Quoique le calcul des x(x), x'(~) par les séries A(%), u(«*), lorsque l’on 
a|%|<r, ne soit pas avantageux, 4 moins que x ne soit trés petit, il convient 
de compléter un peu ce que nous ayons déja dit a ce sujet (n° 536-537). 


Des formules (CXX,) on déduit immédiatement les relations 


wT I 
ROO ears aa LOS Ta) om 
x'() = alog2— 2) loge +8 (x), 
en posant 
nue no 
I Ta 
a(x) =) (So — Se )ar, p(n) =a SI a, (logs —,) x. 
ui Tied 


Les séries que l’on obtient en remplacant x par 1 dans a(x), 8(x), séries dont 
les différents termes sont réels et positifs, sont d’ailleurs conyergentes, comme il 
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iw} 


Observons en passant que les deux premiéres formules (CXX,) 
I 


I 
montrent que lon aX ( ) — x’ (5): La valeur correspondante de 


uf 
—Tt— 
(=e sles" — 0,.04023130...; on en déduit 


COOMED x! (5) = Xx (5) = 5 23(0) = 1,854 075. 


Les formules (CXX,) permettent également de calculer direc- 

tement la valeur de g lorsque le point x est ’un des deux points 
os 

communs aux trois lignes Cy, C,, D. Pour les racines e * de l’é- 


. r~— 
quation : 


I A . 
=», les deux derniéres de ces formules fournissent 


en effet la relation 


résulte des inégalités démontrées au n° 537; désignons leurs sommes par «(1), 
8 (1); ces nombres seront, d’aprés le second théoréme d’Abel (n° 32), les limites 
respectives de a(x), 8(«) quand x tend vers r par valeurs positives plus petites 
que 1. Il est aisé de montrer que l’on a 


a) = Ga) = : —2log2 =0,1845.... 
Il suffit pour cela d’égaler l’expression de x’(x) a celle que l’on obtient en rem- 
placant x par «— x dans l’expression de x(x), puis de supposer x réel, positif 
plus petit que 1, et de faire tendre x successivement vers 0 et r. 

Ces valeurs de «(r), @(1) permettent, en raisonnant comme au n° 553, d’évaluer 
facilement une limite supérieure de l’erreur que l’on commet en ne conseryant, 
pour le calcul de a(x) ou de 8(x), que les premiers termes du développement. 
On a dailleurs, en remplacant les coefficients de «(%), 8(*) par leurs valeurs 


Foe ee! ; 
approchées a - —— prés 
EY eto tas 


EQ) a OR LOTS O2e NZ) = Og ys 
+ 0,029 11%? + 0,030 89%? 
+ 0,013 27% + 0,014 94x? 
+ 0,007 55 x* + 0,008 77 x4 
++ 0,004 87 x5 = 0,009 75 x* 
-+ 0,003 hoxs + 0,004 06 x8 
+ 0,002 50x! + 0,003 02%? 
-+ 0,001 92% + 0,002 34x° 
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on en déduitg==te * =+1>< 0,065 829. La relation 


(27 = 
NG Pies e yh 


que lon peut déduire de chacune des deux derniéres relations 
(CXX,), met d’ailleurs en évidence ce fait que les deux quantités 


ace eee 
Seay os Sven ¢ 


. . . . = 2 0 ¢ d 
sont imaginaires conjuguées. La formule x<—— (o) permet de 
Os 


2 
3 


calculer la premiére d’entre elles. On trouve 


(Gas 
(CXXIg) Ne | in (65 eo ues 
5 5 


fee 
“le © = 1 GA Ge) se ASK © GIGS: 


Les nombres décimaux contenus dans ce numéro sont approchés 
a une demi-unité du dernier ordre prés. 

D’une facgon générale, les formules du Tableau (CXX,) per- 
<<a live 


mettent de ramener le calcul de x(x), X'(x) au cas ot' Yona 


x 


En effet, les inégalités 


| Sit |r:—z|>1, wane (eee 
entrainent respectivement les inégalités 
I T %— 1 
= I 
i] <s ee Fag 


en sorte que, x étant supposé différent des deux points communs 
aux trois lignes Cy, C,, D, un au moins des nombres x, 1 — x, 

% I I (eS 
Preece, 
eheama Le cD ceca 
gnons-le par x,; les formules (CXX,) permettront de calculer 
X(%,), X’(%,); en appliquant les formules (CXX,) on en déduira 


(C3) EDs 


est moindre que 1 en valeur absolue; dési- 


552. Mais il vaut mieux porter l’effort sur la détermination du 
nombre 
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Quand on aura, en effet, déterminé g, on aura X par la formule 


la 


T , 
Ke 540) BAS 2g 2g '- 2.g a en), 


Nw 


ot la série qui figure dans le dernier membre converge trés rapi- 
dement pour peu que g soit petit. On aura ensuite 


ou il faut prendre dans le second membre la valeur principale du 
logarithme, puisque, dans le premier, le coefficient de ¢ est com- 
pris entre — x el 7; cette formule déterminera donc xX’ quand on 
a calculé g et X : tout est bien ramené au calcul de g. 

Observons en passant que, connaissant g, on peut avoir, en 


nN 


désignant par r un nombre rationnel quelconque, a calculer q” 


(XXVIHI,); en particulier, on peut avoir besoin de g‘ pour le cal- 
cul des fonctions S,(u), S.(u). La détermination de qg’ ne com- 
porte aucune ambiguité; elle dépend, il est vrai, de la valeur que 
Pon choisit pour argument de g; mais c’est toujours la valeur 
comprise entre — x et + 7 qu’il faut prendre pour cet argument, 
en vertu du théoréme démontré au n° 544, 


553. Nous allons d’abord donner une série entiére qui permet 
le calcul de g, quand on a |x| <1. (Scawanz, Mormules, p. 54-66.) 


Dans ce cas, on a, a cause des formules (CXX,), 


ape + tog% x we 
es = (%) 5 ee A 
G=—e e ae 
x 4 p(x) 1 i eed |? 
= I-+ : Sipe PAA 
16 (%) igo» |b NGS) 
On a vu d’ailleurs, au n° 538, que ro est développable en une 


série entire en x, dont on peut obtenir autant de termes que l’on 
veut; en remplacant et ordonnant suivant les puissances de x, on 
aura une expression de la forme 


n=ow 


(EXT) q= » Cre, 


m1 
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ott tous les coefficients C, sont rationnels et positifs. Cette formule 


x|<13 de plus, lorsqu’on 


est évidemment valable tant que l’on a 
suppose que x tende vers un par valeurs positives croissantes, 


le rapport con tend (n° 538) vers log2, done g tend alors vers 


I alaAes . a 5 

— e%los2 — 1; il faut pour cela, puisque tous les coefficients C, sont 
Mi = & 

positifs, que la série >» Cyrx” reste convergente pour x = 1 et que 


iis | 


sa somme soit égale 4 1. On peut d’ailleurs calculer autant de 


coefficients que l’on veut et l’on trouve 


Cy = : ) Cn = can Ci 


Ch —_, 
1024 2048 


I 
Se oe 
16 


On observera que, si l’on calcule g par cette série en s’arrétant 
au Lerme en x”, l’erreur commise sera moindre, en valeur absolue, 


que 


p= 


[uet| Y Crep= 


p= 


“r+ |(r— Cy— C,—...— Gp), 


c’est-a-dire, pour les valeurs de n égales 41, 2, 3, 4, moindre res- 
pectivement que 


ea Ba Mpeg tate 


y euita ae Mika yal 
16 oye ane ome @ bore 


En vertu des formules (GXX,), on peut écrire 


a x % 
: (CS x = 
_ xl) Bee, : a = —— 
g=e Rojee =m) B “Ate 
il résulte de la, quand on suppose 4 la fois |x| <1, | <a 
|%—I 


que l’on a 


no 2 oe 


Ke ~~ 
Dd, eGo + Dy Carr. 


n=1 Rt 


Cette identité, si l’on ordonne suivant les puissances de x, con- 
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duit a la relation 


[t+ (—1)”] Cy, = a Ges doe [ert Cr 


1.2 


a eo NE 2 ee) Ge 
eo 


—1)(m—2)...1 


(n 
1)? 
( ) Ihe Do ool == 1) 


Ci, 


qui permet de calculer C, au moyen de C,, Cy, ..., C,_, lorsque 7 
est pair. 


504. Quand |x 


ment calculer la valeur d’une puissance positive quelconque de q. 
Soit, en effet, 7 un nombre positif queleonque; on a (XXVIII) 


est plus petit que 1, on peut tout aussi facile- 


P x ; , re of See 
ot log = doit étre remplacé par sa valeur principale; dans ces 


conditions, ona 


en désignant par 16” un nombre positif et par x” la détermination 
spécifiée au n° 523; on aura, par conséquent, 


ee ee 


7 ‘ x r 
(CXXI;) eae RO), 


Il est clair que le second membre est le produit de x” par une série 
entiére en x, dont les coefficients sont tous positifs, que cette 
série doit rester convergente pour x1, elt que sa somme est 


alors égale a 1. 
En particulier, pour r= }, on aura l’important développement 
qui suit 


Mh Vx hn+1 
(CXXI5) gi = > an( ) : 


ott l’on sait que tous les coefficients 6, sont rationnels et positifs, 
et que lon a 
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On trouve sans peine 
Sy =I. C1 =D, oy == Wp oy — 1D On Beets 


. . \ A ? 

en raisonnant d’ailleurs comme tout a Pheure, on reconnait qu’en 
4 

prenant, pour calculer g‘, un, deux, lrois, quatre termes, on 


commet des erreurs respeclivement moindres en valeur absolue 
que 


ogee is al 


D7 ts 4 
50% : ime, 4096 


16 


Dd r t ° . , in 
505. Le procédé que nous avons indiqué pour calculer Oasnore 
62, 03, ... n’est pas le seul qu’on puisse suiyre : 


Reportons-nous, en effet, 4 la premiére des relations (CXIX, ) 
que l’on peut écrire 


he 
x A 9. 25 —T 
Yt gta gag 4+... GSE — VWs. 


Sr 


(USE Dap ae NOP S— DOP Sh. 6 0) 


ae 
Nous savons qu’il existe une série enticre en Vx savoir 
2) 


Wha PS 


“i> \ kn+l 
x. Ae 
On| = , 
2; 


23==0 


ah 
qui, mise a la place de q‘ dans l’égalité précédente, la transforme 


en une identité; en égalant dans les deux membres les coefficients 
pe: 


des mémes puissances de , on obtient une suite d’équations 
qui permettent de calculer de proche en proche les coefficients 69, 
04, 02, .... C’est ce procédé qui met en évidence, par une géné- 
ralisation immédiate d’un théoréme célébre d’Eisenstein, ce fait 
intéressant que les coefficients 6, sont des nombres entiers ('). 


(1) Voici, avec les petites modifications nécessaires ici, le résumé de la dé- 
monstration du théoréme d’Eisenstein, d’aprés M. Hermite (Cours autographie 
de la Sorbonne). 

Supposons que y soit lié a & par la relation 


a : 
(1) y= A, 2'y), 
i,] 


ou tv, 7 peuvent prendre toutes les valeurs entiéres positives ou nulles, ov les 
coefficients A; ; sont des constantes parmi lesquelles A, , et A, , sont nulles; sup- 
? ? 
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556. Nous allons maintenant donner une série entiere qui per- 
met le calcul de g dans tous les cas. 


La relation (CXX1; ) 


se 7 \ bet 
— 2 
2 
n=0 


posons qu’on puisse satisfaire identiquement a cette équation en remplacant y par 
une série entiére en x de la forme 


(2) WS O(a ee 0, BE. a et... ), 


les coefficients «,, x, ..., a, ... seront des fonctions entiéres a coefficients en- 
tiers des coefficients A; ;,en sorte que, si ces derniers sont des nombres entiers, 
il en sera de méme des coefficients «,. 

Soit, en effet, en désignant par p un entier positif et en supposant en général 
YP = HP (a, + Pe, Let... +a, O"+...); 


op 


aie! 


n 


il est clair que %, , sera une fonction entiére a coefficients entiers de a,, «,, .. 
indépendante de «,,,, % .} en substituant dans l’équation (1), il vient 


n-+2) °° 
y= v Ne eae age 
7 f= cA yt 
i,j,n 
par suite, sil’on fait m+1=i+7-+7, et que l’on égale dans les deux membres 
les coefficients de 2™*!, il viendra 


CF — iN ead ar » a Sma -i-j,j? 
({+j=m-+1) 


sous le signe > du second membre, 7 doit étre au moins égal a 1; par suite, le 
food 


premier indice m+1—i—y est au plus égal a m; il n/atteint cette valeur que 
pour i=o, J =1; mais, par hypothése, A,, est nul; il n’y a donc pas, dans le 
second membre, de terme en a, , = ,,, et les termes en a,,,,_; ;, qui y figurent 
sont des fonctions entiéres a coefficients entiers de «,, a, ..-, 4, ,; si donc ces 
quantités sont des fonctions entiéres a coefficients entiers des A; ,, il en sera de 
5 Oi, Oil Beh, = AN Oe ee Ay, % tA, ,, -.-. La proposition 


0,2 2,0) 


0,1 


méme de a, 
i 
(/% 


est évidente. Elle s’applique au cas actuel en supposant 2 = y= V7 et en 
prenant la premiére des équations (CXIX,) et ’équation (CXXI,) pour les équa- 
tions (1) et (2). 

M. Hermite s’est occupé récemment des séries (CXXI, ,) et de quelques autres. 
(Bulletin de la Société physico-mathematique de Kasan, série II, tome VI.) 
Entre autres résultats, il établit le caractére rationnel et positif des nombres C,, 
au moyen de la transformation de Landen, et montre que les nombres 2‘"C,, sont 
entiers ; le caractére entier des nombres 6, en résulte. L’illustre géomeétre donne, 
d’aprés M. Tisserand, les valeurs des douze premiers nombres 2'"C,, et en signale 
de curieuses propriétés arithmétiques. 
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suppose |x|<1; si cette condition est vérifiée, elle peut, en 
_ Xx’ (%) 
supposant g=e *™, étre regardée comme une identilé en x. Si, 


en regardant pour un instant 7 comme la variable indépendante, 


on suppose réel et positif et si l’on détermine x par la condition 


1 9 25 
4 —— (o|t) agitoag++2q* +... 
Vx=Vk(t) = =— = == (ASN p 
Ee SOUS J3(0|7) I+ 2¢g+2q'+... q 


la valeur de x sera manifestement réelle, positive, plus petite 
que 1, on aura d’ailleurs (n° 550) 


oe) 
(83) 


=— t 


? 


el, par suite, pour toutes les valeurs de < considérées, 


non 


THe Tim | 4n+i 

-—— 7 k(« 

plies > Sp [ey : 
2 


w=, 


Si dans cette idenuté on change 7 en 47, on aura, pour les mémes 
valeurs de 7, 


n=e 


ae Vaca 
eni= Sa, ey 
2) 


et, par conséquent, pour loutes les valeurs de x réelles, positives 


Li Prats nN 
et inférieures aun, 
7s (ch ag 


@ 8 k+l 
e X(%) — : On| = 3 
2 


7 —0; 


en posant, comme on l’a fait au n° 529, 


che: 1—Vi—x 


L’avant-derniére égalité, établie pour toutes les valeurs de x 
? [ao 4 i 
qu'on a spécifides, subsiste tant que les deux membres sont des 
fonctions holomorphes de x, c’est-a-dire dans tout le plan (G): on 
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pourra donc, au moins théoriquement, calculer g dans tous les 
cas par la formule 


(CXXI,) G= » a(E)°" 
=O 


557. Nous allons montrer qu’on peut toujours s’arranger pour 
que la série qui figure dans le second membre de la formule 
(CXXI,) soit trés convergente et que, en méme temps, g soit 
petit. 

La chose apparait clairement quand les données sont les nombres 
Y2, Y3- On peut, en effet, supposer les racines ¢,, ¢2, ¢3 rangées 
dans un ordre tel que les quantités |e, — ¢3 |, | ©, — 2 |, |e2—<¢s |, 
solent rangées par ordre de grandeur décroissante, c’est-a-dire 
supposer que l’on a |x 


=|1—x|S1, ou encore que le point x 
appartient a la région (Cy C,D,); il suffira pour cela, aprés avoir 
figuré le triangle formé par les trois points ¢,, ¢2, ¢3, de placer ey 
au sommet qui réunit les deux plus petits cétés, ¢, au sommet qui 
réunit les deux plus grands. : 

Pour nous rendre compte de la rapidité de la convergence de 
la série envisagée, lorsque x appartient a la région (Cy C, Dy) ou 
asa limite, nous chercherons d’abord a déterminer le maximum 
de ||. Cette derniére quantité n’est aulre chose que le rapport 


. . ms . 
des distances du point \/1—»% aux points 1 et —1; quand le 


point x reste dans la région (CyC,D,), le point / 
dans une région qui est limitée par la courbe que décrit le point 


24 IKESUS 


ae ae eee Rives < 

V/1—x quand x décrit la limite de la région (CyC,Do) : cette 

limite se compose de deux parties, d’une part l’are du cercle C,, 

compris a Vintérieur du cercle Cy, qui va, en passant par le 

mi _i 

point o, du pointe*® au pointe *, et, d’autre part, la portion 

de la droite D qui s’étend d’un de ces points a l’autre. Quand 

Je point x décrit la premiére partie, le point 1—~x reste sur le 

5 a : 
cercle Cy et le point \/1 — x décrit le petit arc du cercle Cy com- 
Bees: 

pris entre les points e * ete”; quand le point x décrit la seconde 

partie, le point \/1 —x décrit un arc de courbe qu’il est aisé de 
Ti Ti 


ma 


construire et qui relie les deux points e ”, e”; une étude 
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sommaire de cette portion de courbe montre (') qu'elle est com- 
prise tout entiére a Vintérieur du cercle C’ qui est orthogonal au 


Te TL 
cercle Cy et passe par les deux points e ”, e”. Quand le point x 
reste dans la région (CyC,D,) ou sur sa limite, le point Vi =e 
reste donc a l’intérieur du cercle C’ et n’atteint ce cercle qu’aux 
mii 
deux pointse” ete ”. Or, sur le cercle C’, le rapport des dis- 
lances aux points 1 et —1 reste constant; ce rapport prend une 


valeur plus petite a l’intérieur de ce cercle; done le rapport 


. . 4 . 
des distances du point \/1— x aux points +1 et —1, lorsque ce 
=. hy SS pegs 5 ease HAY 
point /1 —x reste dans la région considérée ou sur sa limite, est 
Te Te Te 


: : EY ay 2 geo 72 
maximum pour Jes pointse ™ ete; mais ona, poury/1—x=e”, 


a preg a3 Eh 
- Teele Ee 2 — @%h : Pe 
y= in = in is = Cane ee 
Saag @ Saag. a: 


et, par conséquent, lant que x reste dans la région (C,C, Dy) ou 
sur sa limite, ona 


S T 
Sb — : 
Ppt Be 


Quant a la valeur de | g| pour la méme région, elle est manifes- 
tement inférieure ou égale a 


e} 


wl iN} 
On 


n=0 


4n-+1 
? 


8 


(') Il est aisé de voir que cette portion de courbe est décrite par le point 
tu 1 


1 


7 


- 


e 4(2cosuw) 4 quand la variable réelle uw va de — 5 a + ae Quant au cercle 
a oO 

; Be enle ee Asais a 
C’, son centre est le point sec —— et son rayon est égal a tang —- Le point doit 
3 12 


élre intérieur a ce cercle, ce qui se traduit par l’inégalité 


ETC u ie XE UL I 
SEC = cos iv t se dee 
12 t V2 cosu + \/2 cosu " 


to 


C’est un probleme de nature élémentaire que de montrer que cette inégalité est 
Tg 


jue t LS wT BS 
vérifiée qaand w varie de — = a + 3 
9) 


to 
wo 
Ue 
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et, par conséquent, a 


ere I : c Ln—-+-| Ss & ae De mT \ n+l 
Onl — tance —— == (0) ——— Ae ; 
so Do ean LoS > oh ) 3 
n 


or, la série dont la valeur absolue figure dans le second membre 
BE 
e *, valeur quia 


n’est autre chose que la valeur de g pour x 
été calculée au n° 551; on a done 


TY3 


lgise 2 < 


pour tous les points x qui appartiennent a la région (Cy C, D,), 
ou a sa limite. 


Dans ces conditions, en calculant g au moyen des y premiers 


ao 
Le p A > [(B\4er! 
termes de la série, on commet une erreur égale a . Onl : 
By 


n=y 


quantité dont la valeur absolue est moindre que 


oi Ble p\ #2+1 
jgp Ya(s) 


c’est-a-dire que 


F Tews i N I N I 
Birt (15a ol aes O23 Sa eae — Oy=4 ) 


9,'v—3 


(2) 


. DP \ s7ta-4 i U 
puisque l’on a vu que Ss éa(5) est égale 4 1. On trouve 
n=0 


ainsi que, en prenant un, deux, trois, quatre termes, l’erreur 
commise est moindre que 


Ti ays ee B 9 200 13 3194 Cy ete 
aie) «tele | 3 


done sirement plus petite qu’une unité du quatriéme, huitiéme, 
onziéme, quinziéme ordre décimal. 
: ale : I 
Pour les valeurs réelles positives de x, plus petites que -, on 
2. 


aura 


T. et M. — Il. 15 
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XK aXe 
———————) Ws = — 
ver = Es Va= &3 


on obtiendra 7, par la formule (CX;) par exemple, ot la, série 
en g? converge rapidement puisque gq? est plus petit en valeur 


558. Ayant calculé g, X, X' puis wo, = 


absolue que —~> ou, mieux encore, par la formule (XXXIX,); 


225 
on obtiendra ensuite 3 par la formule (XXVII,), VA, V/A’, K, K’, 
E, E’ par les formules (CXIX, ,) et (CII). 

On a ainsi toutes les quantités nécessaires pour le calcul des 


: ion 
fohelichsss.5o, Sl, Cn, Cn. 6.9 0,9. a6 


559. Ce qui précéde suffirait a la rigueur; toutefois, il est sou- 
vent avantageux de ne pas fixer tout d’abord, comme nous l|’avons 
supposé, lordre des quantilés ¢,, ¢2, ¢; par les conditions 


|¢:—¢3|2| e1— e2 - &o— 83 |; 


ou bien, si c’est le nombre x qui est donné directement, comme il 
arrive quand on se sert des fonctions de Jacobi, ce nombre peut 
Sx —1] e135 al est done ne= 


x 


ne pas satisfaire aux conditions 
cessaire d’expliquer avec des détails suffisants comment on peut 
cependant ramener les calculs a se faire avec la méme facilité que 


dans le cas précédent. 


Il convient tout d’abord de compléter les observations que nous 


x [ J 
eas ] 
Uno il 2  W 7e 


avons déja faites sur la facon dont les points »1—%, 


x= 7 


correspondent au point x. 


Convenons de dire de deux points qu’ils sont symétriques par 
rapport a un cercle quand ils sont situés sur un méme diameétre 
et qu ils divisent harmoniquement ce diamétre, ou encore, ce qui 
revient au méme, quand ils se changent l’un dans |’autre, par lin- 
version dont Je centre est le centre du cercle et la puissance le 
carré du rayon du cercle. Cette délinition comprend la définition 
de la symétrie par rapport a un axe; elle ne s’applique pas ala 
symétrie par rapport aun point, pour laquelle nous conservons la 
définition habituelle. 

La vérité des propositions suivantes apparait immédiatement 


sur la figure. 


i= 
. 


Les points %et 1 —* sont symétriques par rapport au point 


© 


we 
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: I eames 
Les points 7 et 
x x 


r . . I 
> symetriques par rapport au point a sont res- 


a 


pectivement les symétriques par rapport a l’axe des quantités 
réelles et a la droite (D) du point symétrique du point x par 


rapport au cercle Cy. Les points - et 


ey ary symetriques par 


. I ° pes 
rapport au ULE ee sont respectivement les symetriques par rapport 


a l’axe des quantités réelles et a la droite (D) du symétrique du 


point * par rapport au cercle C,. Quand le point x décrit l'une 
. . x . x I 1 r Nei 
des trois lignes Cy, C,, D, les points age rary ame se 


décrivent aussi, chacun, quelqu’une de ces trois lignes. 


Il est aisé, d’aprés ces remarques, de dresser le Tableau suivant. 


Les six régions dans lesquelles peut se twouver Pun quelconque 


x I if Xe— 1 r eh 
sont énumérées dans la 


des points x, »=3 »1—-%, 


yaaa tae a x 
colonne verticale qui porte en téte Vatfixe de ce point, et les six 
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points sont toujours respectivement dans les régions dont les sym- 


boles figurent dans une méme ligne horizontale ; ainsi, si le point x 


oe : I ee 
est dans la région (C’), le point sz est dans la région (Co). 


% : = = I— % ie 
ne a 1 x as 4 

(Co) (Do) (Co) (D1) (C;) (C}) 
(Co) (D1) (Co) (Do) Cen) (Ga 
(C,) (C}) (D1) (Co) (Co) (Do) 
(C}) (C,) (Do) (Co) (C4) (D,) 
(Do) (Co) (C4) (C,) (D,) (C5) 
(D,) (Ga) (Cy) (C4) (Do) (Co) 


Chaque point qui n’est pas sur une ligne de séparation appar- 

. = me y aes fae y ! ' 
tient a la fois 4 trois des régions (Co), (C,), (Ci), (C,), (Do); 
(D,), c’est-a-dire qu’il se trouve dans Pune des six régions dési- 
gnées, ENR nos conventions, par les symboles (Cy) C, Do), 

/ if / Id , 
(De GC, Go); -(G582.G, ).4 G, BGs), (Gi GoBs)); "(Dy G7 Gs teres 
sulte ta Table précédent que, si le point x est dans la premiére 
x I 25— 
sion, les cing points 

région, he a eee cree 
vement dans les cing suivantes, et que, suivant que le point x est 
dans la deuxiéme, la troisiéme, la quatrieme, la cinquiéme ou la 
I T 7 
Ee Wire ig Ban 

ne bere 
premiére; désignons, dans tous les cas, ce point par x). On obser- 


vera sur le Tableau (LXXX;) que xp est précisément égal a la va- 
leur que prend 2? dans le cas dont le numéro d’ordre est celui de 


sont respecti- 


ii f 
qui est dans la 


ae - % 
sixiéme, c’est le point ea 


la région ou se trouve le point x. 


560. On calculera d’abord la quantité 


_1=Vi—% 
ey cee Xo 


qui sera, comme on l’a vu au n° 587, plus petite en valeur absolue 


ms Gh kn-+l 
Q= . Op rs 


3 


(CXXII,) 


que 7, puis la quantité 


(OX XM, 
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qui sera plus peute en valeur absolue que;5, puis les quantités 
es ‘ ox (6 
X(%o), X"(%0), 7 = “ 
X(%o 
formules (CXX,) fourniront les valeurs de x(x), x'(x) au moyen 


de X(%), X/(%), et celle de T au moyen de 7; on en déduit Vex- 


» comme on l’a expliqué au n° 552. Les 


: Ux’ (% Exe (3 
pression de 7 = ©) au moyen de T= ES ay et celle de T au 
X(%) X(% ) 
moyen de 7; ces expressions sont de la forme 
@ t= Oe oan CL Sen 
ie C= —— = Z 
a+ bn Ch = re abr 


ou a, b, c,d eta’, b', c', d’ désignent des nombres entiers; on les 
trouvera, pour chacun des six cas envisagés, dans les deux der- 
miéres colonnes du Tableau suivant, ot l’on doit prendre, ainsi 
que dans toutes les formules suivantes, les signes supérieurs ou 
inférieurs suivant que le coefficient de z dans x (et non dans xo) 
sera positif ou négatif : 


NUMEROS ust pans | EXPRESSION | EXPRESSION | EXPRESSION 
% EST DANS 
@ordre de de x, au de T au de 7 au 
la région la region moyen de xjmoyen de t) moyen de T 
ee ee ee 
Le a As (Gy Cy Do) % G r 
wt Z ie a, 1 
oe 
II (Cy Q) Do) = Ze ar @ |) 2=iSe i 
~—T1 
——, I c T 
(CXXI, ) Tey ease. KEG 1D) = _~ —- 
% SS a5 easel 
1 —I —iT 
IRVee cones: (GEG De) =x = = 
== % ia WS 1 
I I 
¥ (Cy) C,D,) D== % = = i 
c 
i 
; %—T1 = Sar I 
Wiecoce: CORCHDD oe 
% Ge SS oa Gt 


561. On pourra, sil’on veut, calculer g au moyen de vz. Toute- 
fois, il est avantageux de faire les calculs numériques au moyen 
des séries S(v|1T) plutot qu’au moyen des séries S(¢|7) a cause 


Q 
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de la rapide convergence des premicres ; aussi convient-il de don- 
ner pour chaque cas l’expression des séries S(v|7) au moyen des 
séries S(v|T). Cette expression résulte immédiatement des for- 
mules de transformation linéaire (XLII), dont les quatre premiéres 
peuvent s’écrire 


ber ai 


Vai + Ov e+ 4S, (9 | 7) = Sh 


o 


Cee 
eV eneO ne LeO TS es (DE ta 
¥ 


ber Te 1 / 
° c+ d't 
ef Val + On et PT Sy, | | 7) = Sa ( ae rae: ) 
\ 


beret / 
ef (abr ef 07S, (9) T) = 


Lorsque x est dans la région HI, par exemple, on a, d’aprés le Ta- 
bleau (CXXII,), 


de sorte que les nombres a’, b’, c', d' qui figurent dans les for- 
mules précédentes sont a = 1,.b' ===" 1c’ = 0, da, la pare: 
de ces nombres, qui vérifient la relation a’'d'— b'c' =1, montre 
que l’on est dans le cas 3° du Tableau (XX,); en se reportant aux 
formules (XLII,,;), on a donc immédiatement 


Hue 
& 


en tenant compte des valeurs }\= 2, .=1,¥==3 correspondant au 
cas 3°du Tableau (XX,), on obtient ainsi les formules suivantes (') 


\ ie foes seve TH 
5, ( ie i J/itte 1=*3,(0|7), 
’ e2 Te 
ee 
oa (— ae t)= Vvitre Feet (0 ty 
OEMS oni 
pe eatue 
ee “J= VTC ee a0) 0, 
5 am ete 
3 (2a |e)aeF Viera (on, 


(‘) On arriverait au méme résultat en décomposant la transformation considérée 
I 
en transformations de la forme T=-1, — ; (ne 197). 
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ou les radicaux doivent étre déterminés de facon que leur partie 
réelle soit positive. 

Lorsque x est dans l’une des régions I, IT, IH, IV, V, VI, la parité 
des coefficients a’, b’, c', d' de la substitution linéaire qui donne 7 
au moyen de T nous place respectivement dans les cas 1°, 2°, 3°, 6°, 
9°, 4° du Tableau (XXg). Si l’on tient compte de cette remarque, 
on déduit immédiatement des formules de transformation linéaire 
(XLITL), par un calcul semblable au précédent, les formules du 
Tableau (CXXIIp) placé a la fin de POuvrage, qui se rapportent 
aux cas ol x est dans une quelconque des six régions envisagées. 
On a ainsi ce qui est nécessaire au calcul des fonctions S, sn, 
cn, dn pour une valeur donnée de l’argument ¢. 


562. Si l’on a affaire aux fonctions p, ¢, o,..., on pourra 


: So Pee (Se) 
les supposer construiles avec les demi-périodes w, = ————, 
Cael? Ve1— &3 
tX (% . 5 A 
W3 = — EOL pourra aussi les construire avec des demi- 
€4 — €&3 


périodes équivalentes; en appliquant les formules (CXX,), nous 
allous montrer, dans chacun des six cas qui peuvent se présenter, 
comment on peut former au moyen de X(xq), X/(xo) de telles demi- 
périodes 2,, Q; équivalentes a w,, w3; a ces demi-périodes corres- 
pondront des quantités H,, H;, de méme que 7, 43 correspondent 
4 w,, 3} On pourra calculer H, au moyen de Q, et de Q par la for- 


P ; : TL : 
mule (XX XIX,), puis 43 par la relation H, 2; — H32, = =o d’ail- 


leurs, 71, 03 8 expriment linéairement au moyen de Hy, H; par les 
mémes formules qui expriment w,, 3; au moyen de Q,, Q3; toutes 
ces quantités pourront donc étre regardées comme connues. Le 
plus souvent on déduira les fonctions 3(u | 21,23), ,(u Oa, 23) des 


fonctions S (= | v) par les formules de passage (XX XIII; 5), dans 


2Q4 


ub i 
lesquelles on suppose 7, g, 1, 3, H1 ele = Sm, remplacés respec- 


livement par T, Q 


ey 


O45 O55 Hy Cb a> on sait d’ailleurs que 
J(u] 21, 23) est identique a o(w | w,, 3), et que les trois fonctions 
d,,(u| 21, 23) sont les trois fonctions 9 (wz | 1, 3), F2(% | 1, Ws), 
33 (u| 4, 3) prises dans un ordreconvenable: cetordrese détermine 


par la parité des nombres a, b,c, dau moyen des formules(XX5 ). 
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Les fonctions construites avec lesdemi-périodes 2,, 2; engendrent 
des quantités Ey, Ey, Es, VE; — E3, ..-, de méme que les fonctions 
construites avec les demi-périodes w,, w; engendrent des quanutés 
C1, Cx, €3, Ve, — C3, ---; les quantités By, Ey, E; coincident d’ail- 
leurs dans leur ensemble avec ¢,, 2, €3, puisque, en tant que fonc- 
tions de uw, les deux fonctions p(w|2,, 23), p(w| os, 3) sont 


identiques. Les quantités E,, Es, E3, vin E3, ..- seront, dans 
chaque cas particulier, exprimées sans ambiguité au moyen des 
quanutés dont le sens a été précisé antérieurement, et cela au 
moyen des Tableaux (XX,_,); l’examen de chacun de ces cas par- 
ticuliers montrera que l’on a toujours 


COXX1,) 


563. Examinons chacun des six cas particuliers qui peuvent se 
présenter. 

Cas I; x est dans la région (Cy C, Do). 

Cas Il xx est dans) larrésion 4G, Go ae |< t, Lae 
|x| <|x—1]|. On pose, conformément a la définition adoptée plus 
haut pour %p, 


x 


x Xo 
2 £=>= 
Cama | Ko 


iy == 


[ 


il suffit 
de faire la figure dans ce cas et de se rappeler les conventions re- 
Jatives aux radicaux (n° 523) pour voir que l’on a 


ViI—x*Vi=xm=1, Vi—xViI—%=I1. 


Dans ce cas, les formules (CXX,) donnent donc 


Il résullte de la que /1— x \/1— % est égal a 1; 


>) 


%(x) = 1 — % X(%), 2 (() = V1 — x [ x! (x0) =e Ex(%o)], 
d’ot 
Ree ee [ae Ur 
iy Poe ka ys = ee TEBE eae MENG % == T 224% 
Ve1— 83 Ve1— 83 


Nous poserons 


V 1% X(%) VG UX'(%) | 


Q, = —_2 Q5 


Ve1— & 4 —e5 : 


i) 
jw 
w 
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les relations précédentes deviennent alors 


Oy, == Mp, 3 —= == 4 41> Qi, 


b) \ 
dow 
Uhl == Whig Ui) SE a ney 
on a aussi, si l’on veut, 
Q1 = 04, Q3 = == Wi -b We; 


on voit done bien que 22,, 23 sont des périodes de pw comme 
204, 20s. 

Les coefficients a, b,c, d de la substitution linéaire qui donne T 
en fonction de 7 sont 


air Oe, C= eit, ad =. 


Par conséquent, en se reportant aux Tableaux (XX, ;), on a, en 
tenant compte des formules (CXIX,), 


Ree ewe 
(CXXII; ) Vins Ks =e i Ven —= &3 =e, — & Vz, 


dot 


La premiére des formules (CXXII;) permet d’écrire les expres- 
sions de @,, 23 sous la forme annoncée 


_X(%) Aes Ux’ (%) 
ae 


= 


Il convient d’observer que l’on a, dans le cas actuel, 


D 
= 


re) 
| 
= 
| 
x 
co 
= 
\ 
x 
| 
o 


et, par suite, 


OQ == Gp 


io 


en sorte que, au point de vue de la convergence des séries J, on 
ne gagne rien a faire la transformation précédente; il vaudra tout 
autant faire les calculs comme dans le cas 1°, ott x est dans la ré- 


gion (Co (i Di): 


234 CALCUL INTEGRAL. 


Toute explication est désormais inutile : il suffira d’écrire les 
résultats. 


Cas IT. Le point x est dans la région (CC, D,) : 


feat calf seai,  iva Ss far eh, 
4 J 
peice” i= aS ee 
= =? Vx Ve =1, 85 = ——— , 
I 
1+4/1—-= 
% 


M/s Reg tO) Xn nye eo) 


X(%0) 7% UX’ (%) 2 
5 = SV oy, ay = WV 
V/e1— 83 V/e1— 83 
Hy = 41 -F 3; GS = ORY) 
E, = &9, Be eA E3 = &3, 


V5) — Es = Ve, — 85 Vz, V Bo — Es = — ¥/e1— és, 


\/ ff} = = 2 ees Vy eee 


Cas 1V. Le point x est dans la région (Cj, C’, Dy) : 


x 


Po My Gee Te a reel aay 


Veo VI 


X(%) = x(x) Veo, x(x) = [x(%0) =e EX'(H0)] Vi, 


== 15 


x(% Xo tx'(% Xo 
re oe ee 0) V%0 Oe — 0) x! (%0) VX 
iN sy =a be LV eras 
Hy === y1— 43, Hs Oi 
Ey = £2; E2 = 3, E3 = &, 
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Cas V. Le point x est dans la région (Cy C,D,) : 


Mea we ea) fel reels 


f= Vs 
ST te 
i+ Vx 


5 (4) = xX (Ko) KetGa = aiGay 


5 2-5 4 (Q 
CA SS Ge oe 


K(X) LX' (x0) 


> Q3 = 0, = ———_—_—_— 9 


ive 163 ; Ve 23 


Bi Si aves 1S Cail 


ea 


Ey = 3, ko = a, Hey 25 


VE; — E3 =v Ver > = oy, Vie ky; =— Ve —~ $3 Vi —-%, 


Vig Ip at Vey == V2 
Cas VI. Le point x est dans la région (Ci, C, D,) : 


ea eee oer ete (Geile et—— 7s 


ee ieee Ran Va Aiea ee! 
i . 3D) — ies, % bei = NS ey re 


ROO) V xe (Ke eere Cy © Xn) = VI eo Ko) 


¥ (05) V (= Xx! (Xp) V1 Xo 
ae. Se — ne, 


= On = : Q3 = WO, = 3 = 
te, — &3 Vei— es 
26 eID 3 = 1 -- N35 
E, = é3, Ey = £1, E3 = £9, 


VE, — E3 =U Ve 28 Vx, V/B2— Fs = Var— 23 V1 thy, 


Vy — By =F /e; — 85. 


Dans les deux cas I et IL, et dans les deux cas V et VI, la 
convergence des séries est la méme : il suffira d’employer dans un 
cas et dans l’autre une seule et méme transformation. 

Les quantités VE — Es, \/E2 —Es3, VE — Ep». sont enticrement 
déterminées (XXXVI;) dés que l’on a fixé le sens de Vien, qui 
peut étre choisi arbitrairement. On pourra les exprimer au moyen 


h hyp ® : ‘ ; 
de \/c, — &3, \/%, \/t—x, dans les six cas, dés que l’on aura fixé le 
37 V%) ) ’ | 
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sens de la premiére de ces quantités, ce qui fixe le sens de Vor, 


comme on l’a vu au n°? 532; on n’oubliera pas que Vee ¢3 doit 
étre une racine carrée de Vas : les expressions cherchées 
s’obtiendront aisément ensuite au moyen des résultats du n° 532, 
des formules (CXXII,) ot l’on fera » = 0 et enfin des formules 


(XXXVI). 


564. Il y a, dans la pratique, deux cas particuliérement intéres- 
sants : celui ot les trois nombres ¢,, ¢2, ¢3 sont réels et celui ou, 
lun de ces nombres étant réel, les deux autres sont imaginaires 
conjugués. Dans ces deux cas y» et Y; sont réels; inversement, 
Si Y2 et y3; sont réels, on est nécessairement dans l'un de ces 
deux cas. 

Dans le premier, x est réel et, s'il est compris entre o et 3, X et 
x’ sont réels, positifs; il en est de méme de gq, qui est, en outre, 


. 5 é I 
plus petit que 1. Si % est compris entre o el —» on sera dans le 


cas I, et l'on appliquera done les formules du Tableau (CXXIT) 
dans ce cas I. Comme ona 


I 
< = avi ye o nee 
BS — “Fz = 0086427 < —s qse ™ <0, 043215 < — 

t+ V2 : 2 


ee. 


Tee R ac : I 
les séries seront trés convergentes. Si x est compris entre = elie. 


on sera dans le cas V; on posera done 
Ko = I— %, 


el l’on appliquera les formules du Tableau (CX XII) dans ce cas V. 
On peut toujours supposer qu’on soit dans un de ces deux cas, 
en rangeant ¢,, €3, ¢; dans un ordre convenable (n° 557); cet 
ordre revient ici 4 prendre soil ¢, >: > 3, SOit &3 > & > gy. 
Nous conviendrons de faire toujours la premiére de ces deux hy- 
pothéses. Le lecteur trouvera, dans les Tableaux de formules 
(CXXIT) et (CXXIV) placés a la fin de VOuvrage, la reproduc- 
tion des formules ainsi obtenues qui sont d’un usage fréquent; 
les quantités réelles et positives y sont mises en évidence. 
Toutefois, en adoptant les conventions du n° 545, on peut trai- 
ter aussi le cas ou x étant réel est positif et plus grand que 1, ou 
bien est négatif. Si l’on a 2 > yx >1, on est dans le cas VI; mais, 
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comme on l’a fait observer, la convergence des séries est la méme 
dans les cas V et VI; rien n’empéchera donc d’adopter Ja trans- 
formation du cas V: pour cette derniére transformation, Bo et Q 
seront négatifs. Si ’on a x > 2, on est dans le cas HI; on adoptera 
alors la transformation de ce cas III, 8) et Q seront réels et posi- 
tifs. Supposons enfin que x soit négatif; si l'on a —1<%<0,0n 
sera dans le cas II et l’on appliquera la transformation du cas IT; 
on posera % = %; Bo et Q seront négatifs; si, enfin, on ax<—1, 
on appliquera la transformation du cas IV; 8, et Q seront positifs. 


565. Si, y2 ety; étant réels, deux des nombres ¢,, ¢, ¢s sont 
imaginaires, on prendra pour, la racine réelle et pour ¢, =A + Bé 
celle des deux racines pour laquelle le coefficient de ¢ est positif; 
on aura alors ¢; = A — Bl, ¢2 = — 2A, et, par suite, 


. , ’ I ° & é 
La partie réelle de x étant =, xet 1 — x seront des imaginaires 


conjuguées; de méme X et x’, de méme encore w, el w3 : on a, 
en effet, 


donc 


On peut fixer (n° 520) pour Vea —e, celle des deux détermina- 
tions du radical que l’on veut; il en est donc de méme de 2B; 
on prendra sa détermination arithmétique. Si l’on se reporte main- 
tenant aux remarques qui ont été faites au n° 523 sur la position 
des points x, X’, on reconnait de suite que les droites que l’on 
désignait alors par OA, OA’ font avec l’axe des quanttés posi- 
tives, dans le cas actuel ot x est situé sur la droite D, des angles 


: T : eas : : 
moindres que oe et Pon voit ainsi que l’argument de X (x) est 
4 


. T . bh xe Te . A 
compris entre o et > si A est positif, entre o et —~ si A est né- 
4 


4 
gatif; dans le premier cas, l’argument de w, est compris entre o 
TT 25 TT 
et —~, dans le second entre — = el =e dans les deux cas, la 


4 4 
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partie réelle de w, est positive, le coefficient de ¢ est négatif. Ce 
coefficient est, en valeur absolue, plus petit que la partie réelle 
dans le premier cas, plus grand dans le second. 

Les nombres w, et ws élant imaginaires-conjugués et y2, 73 réels, 
11 =G(W15 Yar Ya) Ct Ns =S (Os; Y2, Ys) sont aussi imaginaires con~ 


jugués. 


566. Pour effectuer les calculs on n’a qu’’ appliquer les Ta- 
bleaux précédents. Mais on peut aussi suivre une autre marche 
particuliérement avantageuse dans le cas actuel. 


Observons d’abord que, le point x étant sur la droite D, les cing 
J J —— 


. x 
points =) ’ x, 
ei x ee 


cercle Cy, sur celle du cercle C,, ou sur la droite D elle-méme, 
comme il résulte du Tableau du n° 569. Si nous désignons par x 


l'un de ces points situés sur la circonférence du cercle C,, le point 


I . 5 
seront sur la circonférence du 


1 — x, sera situé sur la circonférence du cercle Cy; il en sera donc 


RK . CS ea . rey 
de méme du point Vi — %,, elt, par suite, la quantile 


sera purement imaginaire; mais alors la quantité Q, définie comme 
étant la somme de la série convergente (CXXI,), 


n=n 


& 8, 4+ 
Qa= S 8a (5) > 
2 


n=0 


sera elle aussi purement imaginaire. L’avantage qu’il y aacalculer 
avec des quantlés purement imaginaires pour former les diverses 
constantes dont on a besoin et les fonctions S est évident; il 
sera d’ailleurs aisé, une fois ces constantes et ces fonctions auxi- 
haires connues, de passer au moyen des transformations linéaires, 
aussi facilement que dans le cas général ow le point transformé 
était toujours dans la région (C)C, Do), aux constantes et fonc- 
tions qu'il s’agit finalement d’obtenir. Toutelois, comme le point 
x, n’est plus nécessairement dans la région (Cy C, Do), on pourrait 
craindre que la convergence de la série qui définit Q au moyen 
de (, ne fit plus trés rapide; nous montrerons qu’elle est encore 
bien suffisante pour les besoins des calculs numériques. 
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567. Il est nécessaire de distinguer le cas ott le point x est au- 
dessous de l’axe des quantités réelles, et celui ot il est au-dessus. 
Dans le premier cas, A est négatif, ¢. et, par suite 13) est posilif ; 
dans le second cas, ¢, et 73; sont négatifs. 

Supposons d’abord que nous soyons dans le premier cas. Les 
points O, I, Ldela fig. 3 représentent respectivement les points 
Chale ~ du plan (6). On a figuré les deux cercles Cy, C, qui se 
coupent en E, E’; la droite D n’est autre chose que la droite 
EE’. Soit M le point x; soit M’ le point symétrique de M par rap- 
port a L, c’est-a-dire le point 1 — x; soient P et Q’ les points ov les 
droites OM, OM’ rencontrent le cercle C,, Q et P’ les points ott 


les droites IM, IM’ rencontrent le cercle Cy; la figure PQ’P’Q est 
’ 0% to) , 
un rectangle dont le centre est en I,; on reconnait de suite que 
les points P, Q’, P’, Q représentent respectivement les points 
I I x 09 me 

, ; les points P et Q’ sont sur le cercle C,; on 
ie x mn t x 
pourrait prendre arbitrairement l’un de ces deux points pour le 


; I eran ' 
point x,; en prenant x,—= ——, on a a faire une transformation du 


a 
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T ° ‘ 
cas IV; en prenant x,= ->» une transformation du cas IH. Nous nous 
x 


placerons dans ce dernier cas; x, est alors en Q’, 1 — x, en Q; Var- 
eument de 1 — x, est langle dont il faut faire tourner OF pour Va- 


5 ¥ : : ng Boy 
mener sur OQ; il est négatif, compris entre o el — al M est au- 


. =! Phe: 
dessous du point EF, entre ae 


(c’est le cas le plus désavantageux); nous le représenterons par 


et — 7 si M est compris entre E et L 


: Bits : T er 

— 2, v étant un nombre positif compris entre o et Be désignons 
pour un instant par @ la valeur absolue de largument de x,, ou 
Vangle [OM égal a l’angle OIM; puisque le triangle [OQ est iso- 
scéle, son angle au sommet 24 est égal a x — 243; on aura done 


™ RB 
tang¥ = tang (5 —«) = > 


et cette formule, puisque 4 est compris entre o et 5° permettra 


de calculer 4 sans ambiguilé; on voit, sur les valeurs de ¢, et ¢3 
(n° 566), que 4 peut étre défini comme l’argument positif et 
moindre que m de ¢,— ¢3. 


Puisque l’argument de 1 — x, est —at, celui de Vi—x sera 


vy) ' 
rs et l’on aura 


| vi 
g Vj t—e 2 vu 
SS == = —— =ttang 7 > 
I+ VYi—x*%, yee 1 
Dope. 662 
nrn=o 
Q a I wv \4n+1 
>= On | = tane F 
L 2 4 
20) 


la valeur maximum de tang 


! 
: correspond a la 


valeur limite 


; on s’en approche indéfiniment quand le point M s’ap- 


proche indéfiniment du point L, car alors le point Q s’approche 
du point —1; il n’est pas difficile de reconnaitre que la valeur 


eae: Q a é = 
limite de = est e .+.5 U nous suffira de remarquer que, 


= = 
= =2—1=0,414... 


c 


e 


wm 


dans tous les cas, tan tinférieure 4 tang 


er) 
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n=0o 
rye Nn if 
et que la somme de la série . On (— tang 
2: 


n=0 


0,21 comme on le reconnait de suite en se bornant au premier 


TT 


4n-+1 “ pees 
est inférieure a 


H| 


h : we a O = ee 

terme. Par conséquent, le nombre réel et positif > sera inférieur 
l 

. OF 


a =5, et la rapide convergence des séries est encore assurée. 


568. Connaissant Q, on appliquéra les diverses formules éta- 
blies aux n’* 561 2563, pour une transformation linéaire quel- 
conque, dans le cas HI, en ayant soin de prendre le signe inférieur 
partout ot il y a un double signe. Ces formules ont été repro- 
duites dans le Tableau (CXXV) que Von trouvera a la fin de 
POuvrage. 


On voit @abord que @, et H, seront réels; on a en effet (n° 563) 


Ww, = 2; — Qs, Ue Gaels ey 


Oa Q3, 43 = IT, 


el W,, Ws sont imaginaires copjugués, ainsi que 7,, %3 (n° 566). 
La réalité de @, n’apparail pas sur la formule (CX XH.) 


eee ln) Dr ciola) eras 
L 


Ss 4 
Vei—k; 2 Vei—B, 2 YxY¥—e, Snes 


’ 


= 


mais il est aisé de transformer cette formule en partant de ce que 

o, est réel et méme positif (n° 565). La racine carrée de a, étant 
uy 

a Sa aes 

R)ppare = (once 

quotient ne change done pas quand on y change ¢ en — 7; mais 


réelle, il en est de méme du quotient de 3;(0 


alors, puisque Q est purement imaginaire, 3; (0 


T) se change en 


S,(o|T), comme on le voit par les formules (XXXVI,); d’ail- 
vas 4 ime iS Sar 
leurs yx se change en 41 — x; on a done 
SOM ar) OT a oy (OT nay O [7 ) 233 (0| 47) 
Ti — Ti oe Ti i Tate we mio: ‘ni ae Z 
es Vx ene Vi— x esV/x+e § Vi—x es V/xz+e ¥V/i—x 


la derniére égalité résultant de la formule (XL); finalement, ona 


T. et M. — III. i6 
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Sous cette forme, on voit bien que Q, est réel et positif, puisque 
le numérateur est réel et positif, ainsi que le dénominateur, qui 
est le produit du nombre réel et positif \/2B par le carré de la 
somme de deux nombres imaginaires conjugués. On choisira pour 
21 Ja détermination arithmétique. 


De la formule 
x'(%1) 


ve —T 
Oo eux: Sa X(%s) 


on déduit, en donnant au logarithme sa détermination principale 
(n° 522), 


I 
logg=—at CD) = nity 
X(%4) Q4 
dot 
log Bas me —logg= ea EBSD my 
Q 2 ig 2Q) i 


. Q ; EO E 
puisque = est un nombre réel et posiuf, log est aussi un nombre 


réel et positif,; cette formule fournit donc un moyen simple de 


Wa YD : : soe 5 
calculer le nombre = - el par suite Q;. On avait déja démon- 


3 — Wy 7 ° 
Say SU 


tré au n° 565 que ce nombre, qui n’est autre que 
réel et positif. 

; ae ; : eg otyrR : 

Il convient aussi d’observer relativement a la quantité \/Q qui 


eke 4/Q , ; , 
figure dans les séries S, qu’en adoptant pour Wa la détermination 


réelle et positive, on doit supposer (XXVIII; ) 


Les autres formules du Tableau (CXXV) s’entendent d’elles— 


mémes. 


v > ee = *.e RS . 
569. Lorsque A est positif on pourrait calculer , 8,, Q par la 


méme méthode; & serait alors négatif, ainsi que 2 3 dans le cal- 
cul précédent, les résultats finaux devraient donc élre modifiés. 
Nous allons indiquer une marche un peu différente qui permet 
d’obtenir des nombres analogues, mais positifs. 

Observons d’abord que la fig. 3 convient encore au cas actuel, 


ON DONNE A? OU 25, 23; TROUVER T OU 64, 3. 243 


mais en Vinterprétant autrement. On regardera le point M’ comme 
figurant x et le point M comme figurant 1 — x; les points P, Q’, 
xXi—_ f x 


; I 1 ; 
P’, Q représentent alors -, , » ——- Les points P et Q’ 
a ie WG x oa 


sont sur le cercle C,, c’est Pun d’eux quwil faut prendre pour % ; 
nous choisirons encore le point Q’, et nous désignerons main- 
tenant par — 29 l’argument de 1—x,, 9 étant un nombre po- 


ne . TT B 0, 
sitif compris entre o et 5 on aura alors lango = =~ au leu de 


OA 
B 


tan yee sorte que sil’on convenait de regarder 4 comme 


of = 
oT —— yy: 


un angle positif, plus petit que x, défini toujours par cette derniére 
égalité, @ serait égal a x — vb. 

Le calcul de 8,,9, V/Q, Q,, 23 se fait exactement comme dans le 
cas précédent, si ce n’est que Y doit partout étre remplacé par 9. 
Ona fait la transformation du cas IV, %,;= a - Comme le point x 


est au-dessus de l’axe des quantités réelles, on a 


O, = Q3, it — He, 


W3 = — Q; + Qs, 73 =— H1— 83; 


° . . Q A p 
Q, et H, sont alors purement imaginaires ; za est négauf (n° 565). 


Une transformation toute semblable a celle du cas précédent 
permet d’ailleurs de mettre ®,7 sous la forme suivante, qui mel en 
évidence le caractére réel et positif de ce nombre, 


rn 


amta2(0|4T) 
Ti 


Tt \ 
Ue ene 


Oe = 


3 


On choisira pour 2,0 la détermination arithmétique. 


Les autres formules du Tableau (CX XVI) placé a la fin de ’Ou- 


vrage s’entendent d’elles-mémes. 


CALCUL INTEGRAL. 


to 
—~ 
<~ 


CHAPITRE VIII. 


INVERSION DES FONCTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES 
DU SECOND ORDRE. 


I. — Représentation de la fonction inverse de snu 
par une intégrale définie. 


570. L’équation z = snu définit uw comme une fonction impli- 
cite de z; cette fonction peut étre représentée explicitement par 
une intégrale définie. 

Rappelons d’abord que a chaque valeur de z il correspond une 
infinité de valeurs de w comprises dans deux classes ; les valeurs 
de uw comprises dans une méme classe sont congrues modulis 4K, 
2tK'; la somme de deux valeurs de uw comprises dans des classes 
différentes est congrue a 2K. Chaque racine de l’équation (en zw), 
5 = snu, est simple, sauf dans le cas ot elle annule la dérivée de 


snu, ce qui ne peut avoir leu que si le point s coincide avec 
funedes points = ain a que nous supposerons marqués dans 
le plan de la variable z et que nous désignerons sous le nom de 
points critiques. 

Soit (A) une atre limitée par un contour simple et ne conte- 
nant aucun point critique; soit 49 un point situé a l’intérieur 
de (A); soit enfin wo une solution quelconque de l’équation 
Sy =snuo. Il résulte de la théorie des fonctions implicites 
(n° 357) et de ce qu’on vient de dire, qu’il existe une el une 
seule fonction (3) satisfaisant aux conditions suivantes : la 
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fonction &(z) est holomorphe dans (A); dans (A) elle rend sn wv 
identique a z quand on y remplace wz par U(s); enfin, elle se ré- 
duit a wy pour z = Zp. Il est clair que toutes les fonctions que l’on 
obtient en ajoutant un nombre entier de périodes 4K, 27K’ aux 
fonctions b(s), 2k —&(s) jouissent des deux premiéres pro- 
priétés et qu’elles sont les seules fonctions analytiques qui, 
mises a la place de u dans la fonction snu, la rendent iden- 
lique az. 

Si done on considére une courbe (Z) du plan des z, partant 
de z) et ne passant par aucun des points critiques, on voit, en 
fracuonnant convenablement cette courbe, qu’il existe une fonc- 
lion analytique etune seule, w= (z), réguliére en tous les points 
de (Z), vérifiant en tous ces points l’équation s = snu, prenant 
enfin la valeur wy au point dé départ zo; toutes les fonctions ana- 
lytiques qui vérifient l’équation z= snw aux différents points 
de (Z) s’obtiendront en ajoutant un nombre entier de périodes a 
Pune des fonctions U(z), 2K — (sz). 

En tout point de la courbe (Z), on a, en regardant uv comme 


du I I 
= Sa = = = =) 
dz cnu dnu fi — 22 fi— kez? 


a 


si ’on choisit pour chacun des radicaux vi SV Safi 
celle des déterminations qui est égale 4 cnu, dnw. Il importe de 
montrer que cette égalité subsiste quand on se place, pour définir 
les radicaux, 4 un point de vue un peu différent. 


Considérons un point quelconque z, de la courbe (Z) et la valeur 
correspondante u, == 4(<,); attribuons aux radicaux va — si, 
\/1 — kz? les valeurs cnu,, dnu, et supposons que le long de la 
courbe (Z), en partant du point z,, soit en avant, soit en arriére, 
on définisse par continuation les radicaux \/1 — 3?, \/1 — hk? 32: 
cela pourra se faire sans ambiguité, puisque la courbe (Z) ne 


3 hee i \ J 
passe par aucun des points criuques 1, + 73 bout le long de 


(Z), siVon regarde wu comme égal a U(z), les quantités cnu et 
N b) to} D rf ) 


> 


dnu, dont les carrés restent toujours égaux a1— 37, 1— k?2?, 


resteront respectivement égales a /1 — 3”, V/1 — k? 52, ainsi qu’il 


résulte de la continuité. En adoptant ces définitions pour V/1— 3°, 
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2 


\/1 — k* 32, on aura donc encore, tout le long de (Z), 


au I 
dz yi — 22 1 — 2%? 


On en déduit, en se reportant a la définition de Vintégrale définie 
prise le long d’une courbe, l’égalité 


dz 


ae 
u = Up / —— ss 
ug. fit — 22 1 — kz? 


Vintégrale est prise le long de la courbe (Z) a partir du point Zy 
jusqu’d un point quelconque z de cette courbe, et c’est ordinai- 
rement pour le point de départ z») que l’on fixe le sens des radi- 
caux. Telle est expression a laquelle nous voulions parvenir, 
qui représente, au moyen d’une intégrale définie, une solution de 
Véquation s = snuw. 

Quoique cette conclusion subsiste évidemment, en vertu de la 
continuité, lorsque la courbe (Z) vient aboutir a un point critique, 
nous continuerons de supposer pour le moment qu’aucun point 
de cette nature ne se trouve sur la courbe (Z). 


571. Si, en conservant les points de départ et d’arrivée 59, 3 on 
remplace le chemin d’intégration (Z) par un autre chemin d’in- 
tégration (Z,), ne passant par aucun point critique, on obtient 
encore évidemment une solution de ’équation s = snu. On peut 
@ailleurs obtenir n’importe quelle solution en choisissant conve~ 
nablement le chemin (Z, ) : en effet, soit w, une de ces solutions; 
dans le plan de la variable w, Joignons le point uw, au point wu, par 
un chemin quelconque (U,), qui toutefois ne passe ni par un zéro 
de sn’u, ni par un pole de snw, et prenons pour chemin (Z,) le 
chemin que parcourt le point s = snw lorsque le point u parcourt 
le chemin (U,); ce chemin (Z, ) sera fini et ne passera par aucun 
des points critiques ; d’aprés ce qui précéde, l’expression 


oo i dz 
Ly “Ss ees s) 
% ViK— 2 VI ee 


ou l’intégrale est maintenant prise le long de (Z) et ov les radi- 
caux sont continués le long de ce chemin, en partant des mémes 
valeurs initiales que dans le cas précédent, est égale a wy. 
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Dans le cas ot les deux chemins (Z), (Z,) sont compris & l’in- 
Lérieur d’une aire telle que (A), il faut, puisque la fonction (zs) 
est holomorphe dans cette aire, que les valeurs des deux inté- 
grales soient les mémes. 


572. La fonction inverse de snu étant ainsi mise sous la forme 
une intégrale définie, on verra, dans le paragraphe suivant, com- 
ment le calcul de cette intégrale définie peut s’effectuer, quand le 
chemin d’intégration est donné, au moyen de séries convergentes. 
Pour le moment, nous voulons dire quelques mots de l'étude 
directe de cette intégrale, étude qui, dans le cas ot tout est réel, 
a été historiquement Vorigine de la théorie des fonctions ellipti- 
ques et qui, dans le cas général, peut se faire aisément au moyen 
des théories de Cauchy. Par exemple, la propriété qui vient d’étre 
signalée, relative au cas ot les deux chemins (Z), (Z,) sont com- 
pris dans une aire (A), résulte immédiatement de la propriété 
fondamentale des intégrales prises entre des limites imaginaires. 

Nous allons indiquer comment on peut, en général, étudier 
Vinfluence du changement du chemin d’intégration, en nous 
bornant, ce qui suffit évidemment, au cas ol Zy est nul. 

Pour cela, nous nous placerons d’abord dans le cas général, ot 
k est imaginaire. 

Imaginons quatre dacets partant du point o et entourant les 
points critiques. Chacun de ces lacets est formé d’un segment 
de droite oa, partant de o, se dirigeant vers le point critique, et 
se terminant en «, avant d’arriver a ce point, a une distance 
infiniment petite; puis d’un petit cercle, passant par 2, décrit du 
point critique comme centre. Décrire le lacet, c’est partir du 
point o, suivre le segment de droite ow, tourner autour du point 
critique en suivant la circonférence du cercle, puis revenir au 
point o par le segment de droite. [l résulte du théoréme de 
Cauchy que tout chemin partant de o et aboutissant au point s 
donne pour l’intégrale la méme valeur qu’un chemin composé 
d’un certain nombre de lacets, aisé a déterminer dans chaque 
exemple, et d’un chemin arbitrairement choisi partant de o et 
aboulissant 43; on prend pour ce dernier chemin le segment 
de droite, qui va de 0 az, lorsque ce segment ne contient aucun 


point critique. 


QO 
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Il est bien entendu que lorsque le chemin dintégration (qui 
ne doit passer par aucun point critique) est fixé, on suppose, 
pour spécifier le sens de Vintégrale, que-les radicaux ont une 
valeur déterminée (£1) pour s—o0, et que le long du chemin 
leur détermination résulte de la continuation. 

Nous allons d’abord calculer Jes valeurs de Vintégrale prise 
le long des lacets, en supposant que les radicaux aient la valeur 
+ 1 a lorigine. 

Considérons le lacet relatif au point critique +1. En suivant 
le segment oz, on obtient d’abord une intégrale qui est infini- 
ment voisine de 


1 
i dz [ do 

= SS ery to ——S—— 5 
ey ee 32 V1 2 g2 ‘ V 1— Kk? sin?o 


Te eae a) 


cette derniére intégrale est précisément celle dont l’étude a été 
Vobjet essentiel du Chapitre précédent ; en employant les nota- 
tions de ce Chapitre, on la désignera par X(f?). Ll convient 
actuellement de regarder le nombre 4? == x comme une donnée; 


eeuy 


: ‘ a. 
si, dés lors, on prend pour 7 la valeur 7 = <7 On a, comme on 


J 


la vu, X==K, x=] K’ 3 clest “ce que nous Suppeserons:de= 
sormals. 

On doit ensuite décrire, dans un sens ou dans l'autre, le petil 
cercle, dont nous désignerons le rayon infiniment petit par 9; 
on reconnait immédiatement, au moyen de la_ substitution 
3==1+ 2e'%, que Vintégrale est infiniment petite; lorsqu’on a 
fait le tour du cercle, Vargument du facteur 1 — za varié de 27, 
ceux de 1 + 3 et de 1 — k?z? n’ont pas changé, le radical a donc 
changé de signe; lors donc qu’on parcourra une seconde fois, en 
sens inverse, le segment de droite, la partie correspondante de 
Pintégrale sera, a un infiniment petit pres, égale & K, comme la 
premicre fois. 

En résumé, et puisque lintégrale, prise le long de tout le lacet 
relatif au point critique 1, ne dépend pas du rayon o du cercle, 
elle est pour tout ce lacet égale 4 2K. 


- . . 1 . . 
Passons au lacet relatif au point “3 Un raisonnement tout pareil 
au 


montre que, pour ce lacet, lavaleurde lintégrale est égale au double 
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de celle de VPintégrale 


Fatsons, dans cette derniére intégrale, la substitution s—= -- qui 


naltére pas le caractére rectiligne de l’intégration ; on aura 


i ‘ dz Bee vl adel : 
ea Sree is Besse, apt ees ok 
v9 V1 x V1 h . (/ 1 1 3 Vi 19 


les radicaux qui figurent dans la seconde intégrale ont toujours 
la valeur +1 pour s/=o: cette seconde intégrale est donc, en 
adoptant encore les notations du Chapitre précédent, égale a 


xX i - D’aprés les formules (CXX,), cette derniére quantité es! 
\ 

égale a Vk?[X(k?2) = éX!(k2)], of la partie réelle de VA? est 

supposée positive, et ot l’on doit prendre le signe supérieur ou 

le signe inférieur suivant que le coefficient de ¢ dans k? est po- 

sitif ou négatif ; la détermination spécifiée de V/k? est égale a k, 

pour la valeur choisie de 7 (CXIX,). La valeur de l’intégrale pour 


le lacet relatif au point + est donc 2K = 2K’. 


u 


La valeur de l’intégrale pour les lacets relatifs aux points —1, 


l Q , \ Te °17 
— 7 est respectivement égale 4 — 2K, —o2K > otk’. 
c - 

573. Il nous reste a examiner le cas ott & est réel. Nous nous 


bornerons a quelques indications relatives a la supposition 
o<k<1; il est alors nécessaire de modifier le lacet relatif au 


: I ate é sh 
point 7> pour éviter le point critique 1. On composera le lacet 
u 


dun segment de droite allant du point o a un point « infiniment 
voisin du point 1, d’un demi-cercle aa’ situé dans la partie supé- 
rieure du plan et décrit du point 1 comme centre, d’un segment 


a : B ee ae I 
de droite #8 allant jusqu’a un point § infiniment voisin de =; 


au 


c 


5 ae : I 
@un petit cercle passant par 8 et décrit du point — comme centre, 


enfin du chemin déja décrit Ba/a0. 
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La seule difficulté consiste a évaluer l’intégrale rectiligne prise 
entre les limites «' et 8. On observera tout d’abord que, en par- 
courant le demi-cercle #z', Vargument du facteur 1—z diminue 
de x, tandis que ceux des facteurs 1 + 3, 1 — A? z? ne changent 
pas; il résulte de 1a que la valeur du radical le long du chemin 


a’ est égalea —iy/a2 — 1 /1 — k222, ot]’on entend pary/z? — 1, 


\/1—— k?s2 les déterminations positives de ces racines. L’intégrale 
rectiligne que l’on veut évaluer entre les limites a! et 8 est donc 
infiniment voisine du produit de ¢ par Vintégrale 


pk dz 
ip Vs? — I VI — k2 22” 


or cette derniére intégrale, dont la valeur est réelle et positive, se 
transforme par la substitution réelle 


wl} 


I 


1 — K'292 


Gor 5 


dans lintégrale réelle et positive 


[ | 


vo Vt— @ fir k2¢2 


de 


, 


qui est égale a X(A"?), c’est-a-dire a K’. On trouve ainsi que 


Vintégrale envisagée, prise le long du lacet relatif au point cri- 
if i r nN 7 oT S A 
lique 7> est égale a 2K +- 27K’; on trouverait de méme que cette 


St , : : oie I 
intégrale, prise le long du lacet relatif au point criuque — Zz? est 
u 
égale a — 9 K— ark’. 
Ces résultats pourraient d’aiJleurs aussi se déduire de ceux du 
cas général ou 7 est imaginaire par un passage a la limite qui, 
toutefois, demande quelque attention. 


En résumé, les conclusions établies pour le cas général sub- 
sistent dans tous les cas. 


574. Il importe de ne pas oublier que, d’aprés ce qui précéde, 
lorsqu’on a parcouru un lacet et qu’on est ainsi revenu au point o, 
un des radicaux et un seul a changé de signe. Il résulte de 1a, en 
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particulier, que si l’on parcourt une seconde fois le méme lacet 
en gardant la nouvelle détermination des radicaux, on obtient 
pour ce second parcours une valeur de lintégrale égale et de 
signe contraire a celle qu’avait fournie le premier parcours, de 
sorte que sile chemin d’intégration comprend deux fois de suite 
le méme lacet, cette partie du chemin peut étre supprimée. De 
méme, si l’on parcourt successivement deux lacets différents, en 
partant par exemple de la valeur + 1 attribuée aux deux radi- 
caux, la valeur totale de lintégrale prise le long du chemin formé 
par ces deux lacets est égale a la différence entre la valeur cal- 
culée plus haut pour le premier lacet et celle calculée plus haut 
pour le second lacet. 

Nous sommes a méme, d’aprés ce qui précéde, d’évaluer la 
valeur de l’intégrale prise le long @un chemin composé unique- 
ment de lacets. Si le chemin est composé d’un nombre pair 
de lacets, on revient au point o avec la méme valeur pour le 
produit des deux radicaux, et l’on reconnait sans peine que la va- 
leur de Vintégrale est de la forme 4nK + 2n'iK’, ot rn et n’ 
sont des entiers qui dépendent de l’ordre dans lequel on parcourt 
les lacets. Si le chemin est composé d’un nombre impair de lacets 
on revient au contraire au point o avec lun des deux radicaux 
changé de signe, et la valeur de Vintégrale est de la forme 
2K + 4nK + 2n'tK’. Dans les deux cas, on peut d’ailleurs tou- 
jours déterminer l’ordre de ces lacets de facon que n et nv’ pren- 
nent des valeurs entiéres quelconques prescrites a Pavance. 

Si on considére maintenant la différence des valeurs de deux 


si a dz 
‘ VIS 2 Vi— kz? 


ot les limites sont les mémes, mais ot les chemins d’intégration 


intégrales de la forme 


différent, on voit de suite que cette différence peut étre remplacée 
par une seule intégrale ot le chemin d’intégration part de o pour 
aboutir a o, c’est-a-dire par une de ces intégrales que nous venons 
de calculer. 

L’évaluation de Vintégrale, pour un chemin d’intégration quel- 
conque, est ainsi ramenée a celle de cette intégrale pour un chemin 
arbitrairement choisi, au calcul de K, K’ et au calcul des nombres 
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entiers n, n', que nous avons appris a déterminer dans chaque cas 
particulier. 


dz 
Vist keg 


venons de retrouver par la méthode de Cauchy, jointe a ce fait 


» que nous 


Les propriétés de Vintégrale f 
0 


que ’équation différentielle 


(Fe) =a =a) 


du 


permet de définir s comme une fonction holomorphe de wu ('), 
fournissent les éléments essentiels d’une théorie de la fonction 
snu. Elle serait Vanalogue d’une théorie de la pues sin, qui 


serait fondée sur les propriétés de Vintégrale { —— PE ec [Li 


coe 


ainsi, procéderait dans l’ordre inverse de celui qu’on suit habi- 
tuellement dans la théorie des fonctions circulaires. 


O75. Ces résultats se généralisent immédiatement. 
Ona prouvé que toute fonction doublement périodique du se- 
cond ordre /(w) vérifie une équation différentielle de la forme 


z\ 2 Ae Be 
(3%) = R(<z), ot R(zs) désigne un polynome du troisiéme ou du 


me degré en z. Il résulte de 1a tout d’abord que la fonction 


=f a fournira la fonction inverse de /(w), fonction 
R (3 ) 


inverse done les propriétés peuvent étre déduites soit des pro- 
priétés supposées connues de la fonction f(w), soit de l'étude 
ee ais oor - os cq , ia . 
directe de lintégrale. Si R(s) est de la forme 43° — g23— g3, 
on obtiendra ainsi, soit par une voie, soit par l’autre, les pro- 


priétés de la fonction inverse de pu. 


fu alae x .° ’ LZ 4 
L’étude directe de Vintégrale i 1G est d’ailleurs toute pa- 
zo (4) 


dz 


Te? Vi 
Paks 


sont alors les racines de Péquation Kien . On est amené a 


-> les points critiques 


reille a celle de Vinvégrale 5 


(') Cette belle proposition, que nous nous contentons d’énoncer, est due a 
Briot et Bouquet. Leur démonstration a été complétée sur un point important 
par M. KE. Picard (Bulletin des Sciences mathématiques, p. 194; 1887). 
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introduire trois ou quatre lacets partant de z, et entourant les 
points critiques, suivant que R(z) est du troisiéme ou du qua- 
trieme degré. Bornons-nous a ce dernier cas; la seule différence 
importante avec le cas particulier que nous avons étudié con- 
siste dans la nécessité d’établir la relation «— 8+ y—6=0 
entre les valeurs des intégrales relatives aux quatre lacets. Cette 
relation, évidente dans notre cas particulier, s’obtient en partant 


de ce que Vintégrale (T= Tea prise le long d’un cercle de rayon 


infini, est nulle; elle ae i montrer que les valeurs diverses 


sont comprises dans deux 


: : hs 
que peul acquérir l’intégrale ——— 
1eaD q 8 Z VR) 


classes; les valeurs d’une méme classe sont congrues, modulis 
2(%a— 6), 2(2—v);lasomme de deux valeurs appartenant a deux 
classes différentes est congrue a 2%. Cette proposition, jointe a la 


etfs : : oyeah : dz \2 . : 
propriété de Péquation diflérentielle (=) = ii(s) de détiaiews 
du 

comme une fonction univoque de uw, permet de montrer que cette 
fonction est une fonction doublement périodique, quel que soit 
le polynome R(z), supposé toutefois sans racines égales. 

Cette dermiére propriété sera établie, dans le prochain Volume, 
d'une facon toute différente, en restant dans l’ordre d’idées qui 

° ? 


nous est habituel. 


II. — Evaluation de wu connaissant snu ou pu('). 


376. Nous allons maintenant résoudre simultanément les deux 


questions sulvantes : 


Effectuer au moyen d’une série convergente le calcul de 


Vintégrale us - prise le long d’un chemin déter- 
Uae rare = k? g 


miné (Z) ne at par aucun des points critiques. 


2° Etant données deux valeurs concordantes z et z' de snu et 
de sa dérivée sn’u, c’est-a-dire deux valeurs z, 3’ lées par la 


(') Voyes Scuwarz, Formules, etc., p. 67. 
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relation s/2 = (t —s?)(1-—?s?), trouver une valeur de u qui 
vérifie les deux équations = snu, s = sn’u. 

Nous supposerons tout d’abord que l’on a]A| <1 et nous 
prévenons, une fois pour toutes, que le radical \/1 — k?? sera 
regardé comme ayant la valeur 1 pour z= 0, et ses détermina- 
tions successives le long du chemin d’intégration comme en 


résultant par continuation. Quant au radical \/1 — s?, nous ne 
spécifierons pas d’abord sa déterminauion, mais il est bien en- 
tendu que cette détermination devra aussi, le long du chemin 
dintégration, résulter par continuation de la valeur initiale. 


I 


k 
cercle ['; a lintérieur de ce cercle, y/1 — k23? est une fonction 
holomorphe (dont la partie réelle est toujours positive), et l’on a 


, du point 0 comme centre, décrivons un 


Avec le rayon 


1 ae 
ee Se KI. kan gm... 
2 


Supposons que le chemin d’intégrauon (Z) qui ne passe par 
aucun point critique reste tout entier a l’intérieur de T, ce qui 
implique lacondition |Az| <1 pour Ja limite supérieure de Vinté- 
grale. Divisons les deux membres de Végalité précédente par 


J zs? et intégrons le long de (Z) entre les limites 0 et z, ce qui 


est évidemment permis; nous aurons 


i dz af dz NRA stad 
= - == — + — pe 
8 Vi— 22 Vi— k2z2 i Vi— 22 oo Viz 


Maen ool QeO, Saul 2 gindz 

i , ) xan — — tH 
Dehn ONO / =2 
I ' Wik % 


L’identité 


d i 
2NZ*h— (29n —1)52"—2 = — / 5 — g? [ g20—1 T= 22 | 
Vv ae Vv 


(') En faisant tendre z vers 1, par valeurs positives, on trouve aisément 


/ 2 
C = 2.4-..27 
Ja) 1.3...(22-—1) : 
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ot! ona posé 


fs 
hse Aoh eihds, ol S 


w 


On en conclut 


I Ls 1.3. -- On—t) ie ae See eeEs 
= S== =—= —— G Cua 
5 h. ‘ = = rs D © 
f Vi1— 22 Noilicc Dio : Vi— 2? 


Cette relation, sous la supposition |/|< 1, permet de transformer 
la série de maniére a obtenir la relation 


rue 
ie =e Se vi- 2 an ko" Gn (2), 
oS ti B ye ee 
Mm | 
oll @, a2, ... désignent les mémes coefficients et \(z) la méme 


fonction qu’au n° 536. 

La série qui figure dans le second membre peut étre regardée 
comme une série a double entrée dont le terme général serait 
Diltic 5 (OVS =2,) 

3.5 LESS) 
série est absolument et uniformément convergente pour tous les 


kr ze" y prenant les valeurs'1, 2, ...,00. Cette 


points z situés a Vintérieur et sur la circonférence de T. Si, en 
effet, on pose |k|=0, n=v +p, son terme général est, en va- 
leur absolue, inférieur ou égal a 


y— 4 — 
24-. (2y See anERV == Ayan ze3 (av 2) p2p+1 
ANTS MO ysen ee Joos aa ONI—— 50) 
Or, la série a termes positifs 
2, 2.4 Dei (2a 2) 
a =) aL | a oo od a SOE yo 
p+i 3 ETO sa a_i P+3 a Cy =m 2d) Hi 


est convergente, comme il résulte immédiatement de la régle de 
Gauss relative au rapport d’un terme au précédent; désignons-en 
la somme par Ap,,; comme py, est plus petit que @p, il est clair 
que A,,, sera plus petit que A,; dés lors, il est manifeste que la 
série a termes positifs 


Ayp + Ago?+...+ Anp27-i+... 


est convergente, puisque l’on ap <1. La somme de cette série est 
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supérieure ala somme d’autant de termes que l’on voudra, pris 


dans la série a double entrée 


et la proposition énoncée est donc démontrée. 
On en conclut que la relation obtenue subsiste quand le chemin 
@intégration vient abouur en un point 3 de la circonférence du 


cercle [. 


577. Supposons maintenant que, pour z—0, 4/1 — s? soit pris 
égal 41 et considérons lidentité 


ee E ie vi=a)|: 


vi-w Lt 


Ja quantité 73+ 1 — z? ne s’annule pas; dés lors, on peut sup- 
poser que les fonctions \/1 — zs, log (iz + /1— 2) sont déter- 
minées le long du chemin d’intégration par leurs valeurs initiales 


+1, 0, puis par continuation, et l’on aura 


Bt Gihis 


578. Ll est aisé de voir, en partant des propriétés de la fonction 
sins, que le premier membre de légalité précédente peut aussi 
étre défini comme il suit : Considérons un plan dans lequel on ait 
pratiqué deux coupures allant, l'une de +14 -+oo par l’axe des 
quantités positives, ’autre de —1 a — o par l’axe des quantités 
négatives; arc sinz peut étre regardé comme une fonction holo- 
morphe dans ce plan, fonction dont la partie réelle est comprise 


T ™ Seubyi aches o : , ; 
entre — ; Oi, te . el qui vérifie identiquement Véquation 


SIN\(arcisines )i=—=ese 


; ee az a 5 5 
La fonction { -——— coincide avec arcsins tant que le chemin 


z2 
C Niece) I—Z 

d@intégration n’a pas traversé de coupures; elle se change en 
z—aresing quand on traverse la coupure de droite et en 


— % — are sinz quand on traverse la coupure de gauche, de sorte 
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qu’en traversant les coupures dans un ordre convenable, on 
obtient telle détermination que l’on voudra de la fonction inverse 
de sin z. 

La premicre question posée au début est résolue quand le che- 
min d’intégration ne sort pas du cercle T. 


579. Nous allons maintenant établir la proposition suivante : 
Quelles que soient les déterminations attribuées au logarithme et 


au radical \/1 — s2, l’expression 


Ti=—=100) 


een —#y Ank?2G,(z) 


| 


rw! 


(GXXVII,) u= ~ (42) log (és ae Vise 


salisfait a l’équation = snu. 
En effet, modifier la détermination du logarithme revient a aug- 
menter uw de la quantité 


l ; 
~(k2)anin=4nk, 
L 


9 


< eo : A aes =2 ob 
ott n désigne un enter. De méme, changer \/1 — 32 en —\/1 — 5 


> 


revient a changer log (iz +4/ ip == 32) en 


(on +1)nt—log (iz Fy) (ea) 


ce qui revient a changer w en (4n+2)K—u, ott n est un 
nombre entier. 

L’équation (CXXVII,) définit une infinité de fonctions holo- 
morphes de z dans le cercle [. Si, par exemple, on introduit dans 
ce cercle deux coupures rectilignes allant, ’une du point + 1 jus- 
qw la circonférence deT parl’axe des quantités positives, l'autre du 
point —1 & la circonférence de T par l’axe des quantités négatives, 
il est clair que, dans l’aire I’ ainsi déduite du cercle T, les fone- 
tions f1— 22, log (iz +\/1— 2) peuvent étre définies comme 
des fonctions holomorphes de z, en regardant les valeurs de 
are et de log (ieee yi — 2?) comme élant respectivement 
égales 8 1 et 8 o pour s = 0; la partie réelle de vi 2 sera alors 


jours positi t la partie réelle de + log (iz + (i322) ser 

toujours positive et la pe 7 log (us \ sera 
° ™T TG 
comprise entre — —et + -- 
2 2, 


On peut @ailleurs procéder tout autrement et définir dune in- 
Tea i 01. 17 
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finité de facons des aires limitées par un contour simple, situées a 
Vintérieur de T, dans lesquelles la fonction définie par le second 
membre de l’équation (CXXVII,) soit holomorphe. 

Si Von considére une telle fonction W(s), on aura, pour 


chaque point de la région owt elle est définie 


sn[W(s)]=2 
el, par conséquent, 


AW (2) I ey er 
ds sn’ Wz) fi— se V1— 22? 


il suffit de prendre la dérivée de l’expression de W(z) ou, platot, 
de se reporter 4 la facon méme dont cette expression a été obtenue, 
pour reconnaitre que lon a 
aWV(z) I 
—= es eS 
ds Vi— 22 f1— kez? 


en altribuant au radical \/1— 3? la méme détermination que 
dans W(z). 

Si on considére maintenant une courbe quelconque qui, tou- 
tefois, ne passe pas par les points eritiques et ne sorte pas de I, 
les deux membres de l’équation précédente pourront étre regardés 
comme des fonctions continues de z, réguliéres en tous les points 
de la courbe, de sorte que, en désignant par zy et 3 les extrémités 
de cette courbe, on aura l’égalité 


dz 


Wis) Wl) = [Fas Vika 


on a ainsi, sous une forme plus générale, la solution de la pre- 


miére question, tant que le chemin d’intégration ne sort pas de I. 
On voit aussi que, si l'on se donne les valeurs concordantes 

; Ae : : 
sz, z'de snu, sn’w et si l’on prend dans W(z) pour la détermina- 


1 ae 7-2 
tion de \/1 — 3?, 


Ve 


on aura snu = 3, sn’w==', en regardant uw comme égal a W(z). 
La seconde question est done aussi résolue quand le point s n’est 
pas en dehors de I. 
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580. Restons toujours dans le cas ott l’on a ie lesenk 

Nous avons supposé que le chemin d’intégration ne sortait pas 
du cercle (I); nous allons supposer maintenant quil ne sort pas 
de la région (y) extérieure au cercle de rayon wn décrit de o 
comme centre; les deux régions (I) et (y) ont une région com- 
mune, en forme de couronne, dans laquelle conviennent, et le 
développement que nous venons d’étudier et celui que nous 
allons établir. 

Partons des relations (LX XII, ) 

T sn lu 


Se errr sn’(u + 1K’) = — — 
Kc 


Soient s, s’ des valeurs concordantes données de snu, sn’ u, el 
) ) ) 
dont la premiére est, en valeur absolue, supérieure ou égale a1. 


. I ii , x 
Puisque la valeur absolue de A — = - est, au plus, égale 41, on 


kz 2 
pourra, en appliquant la régle précédente, trouver une valeur de 
w-+-tK! qui sausfasse aux équations 


te I ee eo 
sn( w+ tK’) = —,; Smt 3, 
k kz? 


a 


et en déduire la valeur de uw qui satisfait aux équations 


SNS Bp Gn Uh = Be 


cer, ACK) aera g 1 
u=—iK'- ; log @ Vi I | 
(CXXVII,) ( eS 


a savoir 


i 


La valeur de \ te 


4 » a EAS ie bd 6 
Tan est déterminée par l’égalité 


| = 


dans laquelle on suppose positive la partie réelle de (/1— 


wn 
nS 


La seconde question est résolue. 
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581. Pour ce qui est de la premiere, regardons z comme un 
point variable de la région (y); la dérivée du second membre de 


Péquation (CXXVII,) est 


: . 
ot Pon suppose que \) ee peel! la fonction de zs, holomorphe 


dans (y), dont la partie réelle est positive. Quant a4 / 1— >" 
sa détermination est la méme que dans l’équation (CXXVII,). Si 
donc on considére une courbe ne pénétrant pas en dehors de (y); s! 
Pon désigne par W, (z) une des déterminations du second membre 
de ’équation (CXXVIT,) qui soit continue le long de cette courbe 
et qui soit réguliére en tous ses points, on aura 


& 


W, (2) — Wi(4) = ees 
kz? J al? - 


en supposant que Vintégration ait lieu le long de la courbe consi- 
dérée : or, le second membre n’est autre chose que (') 


i dz 
2 
— Vi 22 Vi — Kea 


“0 


si ’on suppose que lon ait le long de la courbe 


katy /1 /! a fi— #2 fi— k2?. 


On sait donc effectuer les intégrales de la forme 


il Vi— 22 ~i— R23? 


~0 


le long d’une courbe déterminée entre Zo et z, pourvu que cette 
courbe ne sorte pas, soit de la région I’, soit de la région v; si la 
courbe a des points dans les deux régions, on la séparera en 
parties dont chacune soit située tout entiére dans Pune des ré- 
gions, et l’on fera la somme de ces intégrales partielles. 


(') lest a peine utile de faire observer qu’il n’y a pas lieu de tenir compte 
icé de la restriction imposée a la définition de V1 — &2 5? au début du paragraphe. 
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582. Les séries que nous avons obtenues ne convergent que si 
Pon a|k| <1, etelles ne convergent rapidement que si la quantité | 
| A | est trés petite; nous allons en déduire,au moyen d’une double 
transformation de Landen, d’autres séries qui, d'une part, sont 
trés bien appropriées au calcul numérique et qui, d’autre part, 
conduisent facilement ala détermination d’une solution des équa- 
tions pu =P, p!u= P’, ot Pet P’ sont des nombres donnés con- 
cordants, c’est-a-dire liés par la relation P’? = 4P* — »,P — gs. 

Nous commencerons, en supposant |k|<1, |kz|S1, par 
transformer les résultats du n° 580, en y changeant w en K — u, 


cnu d cnu 
a, geek 
dnu du dnu 


; RK ae 
ce que ) (k?) est égal a = oect de ce que l’on a, en négligeant les 


ce qui change snw, sn’w en - En tenant compte de 


multiples de 2x72, 


log (cz + Vi— 22) = =*—log(s+ Cy paae2,)s 


la formule fondamentale (CXXVII,) devient 


n=o 


x ke . —— ae os Or 
t= u og(a -tvi—s) +71 a Yank" Gu(s), 


n=1 


et la valeur de w que l’on vient d’écrire satisfait, quelles que 


» 


soient les déterminations du logarithme et du radical \/1— s?, 


aux deux équations 


cnu d cnu : —— 
—— =4, = Vi— 22 f1— K22?2, 
dnu du dnu 


ott la partie réelle de /1 —- k2s? est positive. 
Dans les égalités qui précédent, regardons pour un moment & 


comme une fonction de 7, et enw, dnu comme des fonctions de u 
y : are ipr)2. 
et de +; changeons partout + en 47, puis wen > (1+ V7/hk')°; en 


observant que, en vertu des équations (XL, ,»), (LXXI,,s) et de la 
relation (a) du n°? 534, ona 


? 7r)2 i 
cn [E+ ve) Jac] dno — Vk’ 


eet Mi alle 17. 
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Vk 


‘ en Rr 2S aeS . 
ot b est mis a la place de Vk (47) = ————=» nous arrivons aux 
1, 


VE 


Supposons toujours |b| <1 et posons, pour abréger, 


conclusions suivantes. 


t dny — VE 
e)=F 
Fe) b UP att a 
DNC HP los (et ee ee 
CA) == seks) —— ee An b'2G, (2); 
a) i(1+yk’)* p> sine 


pourvu que l’on ait | 6?z|<1, on satisfera aux équations 


ID ers 
IO) = & ei 52/1 — 


ott f’ (v) désigne la dérivée de f(v) par rapport a ¢ et ot la partie 
réelle de \/1 — b*s? est positive, en prenant » — F(z). Il est bien 
entendu que, dans expression de F (z) i deere —z? ala méme signi- 


x 


fication que dans la seconde des es a vérifier. 


583. Pourvu que lon ait toujours | 622) <1, ilest clair que la 
méme conclusion subsisterait si, dans les égalités précédentes, 
y était remplacé par » — 27K’; d’ailleurs le yraanr de ven 


— 27K’ change dny en — dnp et Of(y) en ; donc, pourvu 


FG) 


que l’on ait | 6?z|<1, on satisfera aux équations 


Jf a5 d 
ofe) ae ralavies | via? 1 — bEat, 


en prenant ¢ — 27K’— F(z); il est bien entendu que, dans |’ex- 


pression de F(z), \/1—? a le méme sens que dans la seconde 
équation a are que nous venons d’écrire. Or, si l’on se donne 


dny, Pune des quantités bf(¢) est inférieure ou égale a 1, 


I 
bf (9) 
en valeur absolue; si donc on se donne pour dn¢ et dn'¢ deux 
valeurs concordantes, on pourra toujours calculer » au moyen 
Wun développement F(z) dans lequel on a |6z|S1, done 
(O22 <1. Dans la pratique, ott c’est x qui est donné, si l’on 
prend @#2= ae 6 devient la quantité que nous avons désignée 


dans le Chapitre précédent par 8, quantité dont la valeur absolue 
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est Mees plus petite que 1 el peut méme étre rendue plus pe- 
tute que 4; la série F(z) est alors rapidement convergente. 


584. Le théoréme final du n° 582 peut étre énoncé sous une 
forme légérement différente qui va nous étre commode. 
Si Pon se donne un nombre ¢y tel que l’on ait |. O2 FC Oe iam 


et que lon remplace dans F(z), s par f(y) et fee? ou 


=. ean — 26 f'(%9) 2. aca a ae eR 
Vi—f? (eo) par OU ef eo) eammed 
(1 — k’) V1 — 6% f2 (0) 
parue réelle positive, F(z) prendra une valeur » qui, d’aprés 
Yénoncé de ce théoréme, satisfera aux équations 


fii=fim), — MLO) _ woAGvi— FP), 


i= 


dans la seconde desquelles il est bien entendu que \/1— f?(¢)) a le 
méme sens que dans F(z); mais le second membre de cette méme 


équation, en vertu de la détermination attribuée a y/ 1 — f? (9), n’est 


2b f' (%9) . 
Tee 


I NZFCO Gf C@e)y=2i/ Oo» 


en By ¢ =F (sz), 0a z doit étre remplacé par f(%)) et ¥1— 2? 


20f oy 


autre chose que — ; donc on satisfera aux équations 


par 


585. Nous transformerons ce dernier énoncé en passant des 
fonctions sn, cn, dn a la fonction p par les formules (LX VI). On 


trouve tout d’abord, en posant » = uy/e,— és, 


(= 2k? /k' sne ene _ k2 ey — e3[1 — 8? 2 f2(9)]p’ we 
- b(dne + Vk)? 4 b(pu— é2)(pu — és) 


; - d aa ak 
Si maintenant on POse ¥) = UV ei1-— 3, OD arrive au résultat 
suivant : 


Si l’on se donne le nombre wy, on satisfait aux équations 


pu = Pu, (= 8) iy 


1 tare ] ast nue fey ee ORI 
en posal (e—— il (z), OW goel y1— 2" sont déterminés 
€1—_ &3 
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par les formules 
i. I E53 uo — Vk 
Gi =) 
b fos uo + Vk 


pcr fe Us ET i ee aN et 
i i 2 V1— b+ 22 (P Uo — €2) (Po — 3) 


a condition que lon ait | b 


586. Supposons maintenant que l’on se donne non pas up, mais 
bien les valeurs numériques concordantes Pet P’ de puget p'to. Le 
nombre wo n’est déterminé par les valeurs P et P’ qu’a un multiple 
prés de 2w, et de 2w3; nous pouvons le supposer tel que Vi eax (Uo) 
ait sa partie réelle positive, puisque, si cette condition n’est pas 
vérifiée pour wy, elle le sera certainement pour Uy + 203 


[puisque §35 (uy -+- 203) = — Es0(uo)|. Pour cette valeur de uo, 

r 5 ea Poteet VPHSer ee “lig 

$32(Uo) sera donné par la détermination de ~——— qui, multiphée 
<= €2 


par \/k’, a sa partie réelle positive. Dans ces conditions, on aura 
i We r . re [Baa 

|bz|S1 (et a@ fortiori | b?z|<1),~puisque le point /k’ oe 
P — €2 

est plus voisin du point 1 que du point —1. Nous pouvons donc 


énoncer la proposition finale que voici : 


Si Von se donne deux nombresconcordantsP et P’, onsatisfera 


, . 1 I ay 
aux équations pu=P, p'u= P", en posant u = ——— F(z), 
Ve1 — e3 


© est-a-dire 


n=—o 


Ww 


2i(b*)log(s+ivi— 2?) Vi1— 2? 
(CXXVII ) oP - BeeONes eer +> = ay, ben Gr &), 
: iV ejtes(r— Vk wees Da ; an 


jaa | 


ou 5 ety/1— 3? sont détermines par les formules 


J 
Beane (Ania 
k= 
r+, = 
jovi MVasehaee] Pp 


a V1— b+z2 (P —é2)(P ay: ) : 
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Rappelons encore une fois que les parties réelles de Vi —— bz? et 


de Vk “___—* sont positives. 
2 


587. Dans la pratique, c’est la valeur de k2 =x que l’on donne 
et l’on peut supposer que % appartienne au plan (G); il est alors 
naturel de prendre, en conservant les notations du Chapitre pré- 


: UX A 
eedent) t= 3 On a vu que Von a alors 


Ree ee ex, . be 


dB) = = (14 Vim ay 
On a toujours | p | = 1, eb Meme (0.2 = stile point x est dans 
Bae 
la région (Cy C, Do). Dans ce dernier cas, la série > a, Oi” Gale 
j= 
converge trés rapidement. On peut d’ailleurs, dans tous les cas, 
obtenir une limite supérieure de l’erreur commise en ne conser- 
vant dans cette série que les n premiers termes; |’inégalité 
|6s|<1 entraine, en effet, Pinégalité | Bt Gin (2) | 2A Ga, 
il résulte de la et de la valeur calculée plus haut, pour G,(1), que 
le reste considéré est inférieur en valeur absolue a 


1.3...(227-+1) | 8 [2"+3 


Due a2 3) r—[8P 


Notre série a été ordonnée, jusqu’ici, suivant les puissances de 6. 
Dans la pratique, il est plus avantageux de l’ordonner suivant les 
puissances de z; cest sous cette forme que les résultats figureront 
dans le Tableau de formules. 

Si le point x n’est pas situé dans la région (Cy C, Do), confor- 
mément ala marche suivie a la fin du Chapitre précédent, on com- 
mencera par lui substituer le point correspondant x, de cette ré- 
gion, et l’on appliquera d’abord les formules précédentes comme 
si ce point x, était le point donné; les séries conservent alors toute 
leur convergence. Au moyen des formules (CXXII), on peut ne 
laisser figurer dans les résultats que les données et c’est ainsi qu’ont 


été obtenues les formules (CXX VHT) du Tableau de formules. 
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Les simplifications qu’introduit Phypothése que y2 et y3 sont des 
nombres réels sont d’ailleurs évidentes. 


588. Nous avons vu (n° 583-586) comment, étant données deux 
valeurs concordantes D, D’ de dn, dn’ wu ou deux valeurs concor- 
dantes P, P’ de pu, p'u, on pouvait trouver wau moyen de séries 
trés convergentes; w est déterminé a des multiples prés de 2K, 
4iK! dans le premier cas, de 2,, 23 dans le second; quant aux 
valeurs de K, K’, o,, 3 ona appris dans le précédent Chapitre a 
les obtenir aussi au moyen de séries trés convergentes quand on se 
donne k? ou gy, g3. Si Pon se donne deux valeurs concordantes 
S, S’desnu, sn’w, il suffira, pour obtenir uw, de passer par Vin- 
termédiaire de D, D’ au moyen des formules 


t 


D= D' = — k88 1— 82, 


i 
SS 
I— 82 


ot lon choisira arbitrairement la détermination du radical. Ayant 
trouvé une valeur de wu qui fasse acquérir a dnu, dn’u les valeurs 
D, D’, on sera certain que cette valeur fera acquérir aux fonctions 
snu, sn’u soit les valeurs S, S’, soit les valeurs — S, — S’; dans 
le dernier cas on ajoutera 2K a la valeur trouvée; d’une solution 
des équations snu = S, sn'u =S, on déduira toutes les autres, 
en ajoutant des multiples enters de 4K, 27K’. Des observations 
analogues s’appliqueraient au cas ot l’on donnerait des valeurs 
concordantes C, C’ de cnu,cn'u. ~ 


, 

589. En terminant ce Chapitre, il convient d’obseryer que le 
probléme posé au commencement du n° 576, probléme qui consis- 
tait a évaluer, le long d’un chemin quelconque donné ne traver- 


sant aucun point critique, lintégrale 


A ive 2 dz 
Zo V (1— 32) (1— K2 22)’ 


dans laquelle on se donne la valeur initiale du radical, s’il a été 


résolu dans les numéros 576 et suivants, ne l’a été qu’imparfaite- 
ment au point de vue pratique. La série qui, pour |k|<1, fournit 
la valeur de cette intégrale ne peut, en effet, étre réellement uti- 
lisée que si| | est petit. A la vérité, on peut toujours ramener 
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a ce cas, par des transformations convenables, l’évaluation de l’in- 
tégrale envisagée comme aussi l’intégrale 


ie dz 
e V4 — 825 — 83 


“0 


définie dune fagon analogue; mais on ne s’est nullement occupé 
de influence de ces transformations sur le chemin d’intégration, 
et une pareille étude, possible sans doute sur des exemples nu- 
mériques, n’est pas sans difficulté dans le cas général. 

Sil’on veut n’employer que les séries trés convergentes dont il 
a été question dans les derniers numéros, les problémes relatifs 4 
Pévaluation des intégrales que nous venons de citer ne sont ré- 
solus qu’a des nombres entiers prés. Occupons-nous, par exemple, 
de la derniére. Se donner zZ» et la valeur initiale du radical, cela 
revient a se donner les valeurs initiales concordantes Po, P’,; le 
chemin d’intégration étant donné, on peut suivre, tout le long de 
ce chemin, les valeurs du radical; on parvient ainsi aux valeurs 
cqncordantes finales P,, P,. Si Pon désigne par wy, wu, des valeurs 
de la variable w qui satisfassent aux équations 


plo = Po 6) Wy ee joa 1k LC bees 
la valeur de l'intégrale considérée sera de Ja forme 
uy, — Ug — 2240, +- 2 723 W3, 


oti ny et nz sont des entiers quil reste 4 déterminer. Cette déter- 
mination, comme on le verra dans un prochain Chapitre, n’offre 
pas de difficultés sérieuses lorsque gy et g3 sont réels. Nous ver- 
rons aussi que la détermination des nombres analogues dont dé- 
pend la solution pratique du probléme analogue concernant la 
premiére intégrale est aisée lorsque A? est réel, positif et plus 
petit que 1. 


FIN DU TOME III. 
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